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1. fejezet - A valószínűségszámítás 
alapfogalmai 


1. 1.1. A valószínűség 


A valószínűségszámítás témája: a véletlen tömegjelenségekre vonatkozó törvényszerűségek megállapítása. 
Véletlen jelenség az, aminek a kimenetelét a tekintetbe vett (rendelkezésre álló) feltételek nem határozzák meg 
egyértelműen. Tömegjelenségen pedig olyan jelenséget értünk, amely nagy számban megy végbe egyszerre (pl. 
atomi bomlás), vagy sokszor megismételhető (pl. szerencsejátékok). A levonható törvényszerűségek statisztikai 
jellegűek, azaz nagy számú végrehajtás során átlagosan érvényes törvények. 


A véletlen jelenségek leírására sztochasztikus modelleket használunk. Ilyen modellek esetén az adott 
feltételrendszer nem határozza meg egyértelműen, hogy egy esemény bekövetkezik-e, vagy sem. Ezzel 
ellentétben, az ún. determinisztikus modellek esetén a tekintetbe vett feltételrendszer egyértelműen 
meghatározza, hogy egy adott esemény bekövetkezik-e vagy sem. 


1.1. 1.1.1. Az eseménytér 


Tekintsünk egy véletlen kísérletet. A kísérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzük. Az elemi 
esemény karakterisztikus tulajdonsága, hogy csak egyféleképp következhet be. Az elemi eseményeket 
(1 s... sün  Szimbólumokkal jelöljük. Az adott kísérlethez tartozó összes elemi esemény halmazát 
eseménytérnek (mintatérnek) nevezzük és f?-val jelöljük. Az elemi eseményekből álló halmazokat (azaz f? 
részhalmazait) eseményeknek nevezzük. Az egyes eseményeket A. B. C.. . . . betűkkel, míg az összes esemény 
halmazát .F -fel jelöljük. 


1.1. Példa. (1) Dobjunk fel egy dobókockát. Ennek a kísérletnek 6 lehetséges kimenetele van, így az elemi 
2 0—11.2.....6]). Jelentse A azt az eseményt, hogy 


események: 41 — 1. ídz — 2, s ss, 6 — B. Az eseménytér 
párosat dobtunk, H azt, hogy 3-nál nagyobbat. Ekkor 


A—(2,4.6)., B—(45.6k 


(2) Húzzunk egy kártyát egy 32 lapos pakliból. Ekkor (! egy 32 elemű halmaz. Jelölje A azt az eseményt, hogy 
pirosat húztunk, B azt, hogy 7-est húztunk. Ekkor 


A — (pf.p8. p9. plü, pa.pf.pk.pat.  B— (pf.ztf.omi.tfh. 
(Itt Pf a piros hetest szimbolizálja, . . .) 


(3) Dobjunk fel egy érmét kétszer egymás után. Itt 10—-(II.TF.FI.FFj) aholIF jelöli, hogy az első dobás 
írás, a második fej, . . . 


(4) Dobjunk egy KlkETő véletlenszerűen. 5 0, 1] intervallumra. Ekkor Y? — ID. 1], Jelölje Ai, hogy a pont a 10. 2 /- 
re esik, Az, hos. [6 aie Az, hogy EE 5 ra, . . .. Ekkor 


áz o, 172] , d 172 3/4). Je hi 7/8) NWA 


ah 


1.2. 1.1.2. Műveletek események között 


Eseményekből a szokásos logikai műveletek segítségével alkothatunk új eseményeket. Mivel az események 
tulajdonképpen halmazok (elemi események halmazai), így a logikai műveletek és a megfelelő halmazelméleti 
műveletek közötti kapcsolat nyilvánvaló. 


Az A és BH esemény összegén azt az A 1- B eseményt értjük, amely akkor következik be, ha vagy A, vagy B, 
vagy mindkettő bekövetkezik. Nyilván 4A-- 5—-— AllB a halmazelméleti unió műveletét használva. 
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Tetszőleges (véges vagy végtelen) sok esemény összege olyan esemény, mely akkor következik be, ha az 
összeadandók valamelyike bekövetkezik. 


Az A és B esemény szorzatán azt az A : B eseményt értjük, mely akkor következik be, ha mind A, mind B 
bekövetkezik. Nyilván A : B — A(1 B. Tetszőleges sok esemény szorzata az az esemény, amely akkor 
következik be, ha a tényezők mindegyike bekövetkezik. 


Az A esemény ellentettjén azt az A eseményt értjük, mely akkor következik be, ha A nem következik be. A 
nyilván 4-nak (?-ra vonatkozó komplementere. 


Szokás még használni két esemény különbségét: A — B akkor következik be, ha A bekövetkezik, de B nem. A 
és B szimmetrikus differenciája: A c B akkor következik be, ha A és B közül pontosan egy következik be. 


1.1. ábra - Műveletek és relációk események között 





1.1. Feladat. (1) Igazoljuk, hogy a szorzás és az összeadás kommutatív, asszociatív és idempotens művelet. 
Igazoljuk a kétféle disztributív törvényt is! Bizonyítsuk be, hogy A — A. 


(2) Igazoljuk a de Morgan-féle azonosságokat: 
A4B-—-A.-B, A-B—-AtB. 


Magyarázzuk ezt a két azonosságot események nyelvén! Írjuk fel és igazoljuk a de Morgan azonosságokat kettő 
helyett tetszőleges sok eseményre! 


Ft 
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Két kitüntetett esemény van. A biztos esemítny, amely mindig bekövetkezik; ez nyilván (1. A lehetetlen esemény, 
amely soha sem következik be; ez nyilván (az üres halmaz). 


1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy 1-0 0 — (2 továbbá 4:í1— A. 444— 12, A. — (. A 1 0 — A bármely 
A eseményre. 


" 
2 


1.1. Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy A és B kizárja egymást, ha egyszerre nem következhetnek be. Ez pont azt 
jelenti, hogy A és B diszjunkt halmazok: AM B —(]. Ha A bekövetkezéskor B mindig bekövetkezik, akkor azt 
modjuk, hogy A maga után vonja B-t. Ez halmazok nyelvén pontosan azt jelenti, hogy A £ B. 


A továbbiakban a -- és azl! ill. a. és af! műveleti jeleket egymás szinonimájaként fogjuk használni (ezek a 
szakirodalomban általában keverednek). 


1.2. Példa. Az 1.1 [1] példákban bevezetett eseményeket használjuk. 

1) 4: B — 14. 6], azaz háromnál nagyobb páros dobás. 

(2) 4: B — (pí7, azaz piros 7-est húzunk; A -- B pedig azt jelenti, hogy vagy pirosat, vagy 7-est húzunk. 
(3) Ha A jelöli azt, hogy elsőre írást, B azt, hogy másodikra fejet dobunk, akkor 41" B — íIFT. 

(4) Az 41. Az. . . . események egymást páronként kizárják és Ai [Az ÚJ -r — [0. 1), 

ak 


1.3. 1.1.3. A valószínűség fogalmának statisztikai jellegű 
megvilágítása 


Dobjunk fel egy és ő érmét egymás után sokszor, és jegyezzük fel a kapott fej-írás sorozatot. Például az 
FIIFIFFF .. . sorozatot kaphatjuk. Ha n dobásból k fejet kapunk, akkor k-t a fej dobások gyakoriságának, 


míg F/T-et a fej dobások relatív gyakoriságának nevezzük. A fenti példában a relatív gyakoriságok sorozata: 1 
112234 űl 


2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, . . . Az így kapott sorozat nem , szabályos" sorozat, a hagyományos matematikai értelemben 
(egyelőre) nem állíthatjuk róla, hogy konvergens. Csupán annyi látható, hogy , szabálytalan", , véletlen 
ingadozásokat" mutató sorozat, és a kísérlet újabb végrehajtásakor egy másik , szabálytalan" sorozat jön kt. 
Csupán annyit remélhetünk, hogy F/Tt valamilyen homályos értelemben 1/2 körül ingadozik (lévén az érme 
szabályos). A ténylegesen elvégzett kísérletek ezt igazolják 15 (pl. Buffon 4040 dobásból 2048-szor kapott fejet, 
míg Pearson 24000 dobásból 0,5005 relatív gyakoriságot kapott). 


Figyeljük meg az alábbi, ténylegesen elvégzett (nem számítógépen szimulált) 100 hosszúságú dobássorozat 
lefolyását! 


FIFII9 FEFFI IFRFFIFRF FFIIF FIFIF 
IFIFI FEHER 0 ITÍIFI IFEFRI FFIIF 
FFFEI 0 HIII IFRFEFEF IIIFF FIFIF 
IIFEF 0 IIIFI IHIF 0 IFFFI I FFF 


Sorszám 


Fej gyak. 


Fej rel. 
gyak. 





Ábrázoljuk a relatív gyakoriságok grafikonját! Az eredmény a 1.2. ábrán látható. 
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1.2. ábra - Fej-dobások relatív gyakorisága 


Ü.§8 


vak 





ü 10 2 a 4 ai 60 70 E a] 100 


Megjegyezzük, hogy a fej-írás sorozatban hosszabb homogén blokkok (azaz tiszta F vagy tiszta I részek) 
fordulhatnak elő, mint azt a laikusok feltételezik. 


A jelenségek egy részénél a relatív gyakoriság stabilitást mutat. Pontosabban fogalmazva, tekintsünk egy 
kísérletet, és ehhez kapcsolódva egy A eseményt. Hajtsuk végre a kísérletet r1-szer egymástól függetlenül, 
azonos körülmények között. Jelölje Fa az A bekövetkezései számát. Ha a kA/n relatív gyakoriság nagy n esetén 
egy fix szám körül ingadozik, akkor ezt az A-ra jellemző számot F (A-val jelöljük és A valószínűségének 
nevezzük. 


A napjainkban általánosan elfogadott (Kolmogorov-féle) elmélet a relatív gyakoriságokra vonatkozó fenti 


heurisztikus gondolatmenetből csupán a valószínűségre vonatkozó néhány egyszerű következményt tart meg, 
ezeket axiómaként tekinti, és erre épít fel egy konzekvens matematikai elméletet. 


1.4. 1.1.4. A valószínűség axiómái 
A ka/m relatív gyakoriság mindig nemnegatív, így 


(1.1] I P(A) 5 0 minden A eseményre. 





A biztos esemény mindig bekövetkezik: Fe/rt — l, így 


(1.2) 





Ha A és B egymást kizáró események, akkor Fa--B — Fa t kB. Ezért 
P(A 3 B) a kazg/n — ka/n b kg/n re P(A) 4. P(B) 


alapján 


(1.3) P(A 1 B) — P(A) 1 P(B)], 





ha A és B egymást kizáró események. 


4 
XMLmind XSL-FO Converter 


A valószínűségszámítás 
alapfogalmai 


Az eseményeken értelmezett 1.1-1.3 tulajdonságokkal rendelkező F függvényt nevezzük valószínűségnek. 
Tehát nem a valószínűség , fizikai mibenlétét" határozzuk meg, csupán a statisztikai szemléletmódból eredő 
néhány egyszerű tulajdonságot fogadunk el axiómaként. 


Az 1! eseményteret, az események ." halmazát és a F valószínűséget együttesen valószínűségi mezőnek fogjuk 
nevezni. A pontos definíciót a 2. fejezetben fogjuk csak megadni. 


1.5. 1.1.5. A valószínűség tulajdonságai 


1.2. Tétel. Ha Ai. 42. . . . . An páronként kizáró események, akkor 


(1.4) PIAp tk Aa tr tA]- PIA] tt FPiAa) Ft PIA] 


Bizonyítás. Alkalmazzuk az 1.3 formulát. 
HI 
Az ekvivalens 1.3 és 1.4 azonosságokat a valószínűség (végesen) additív tulaadonságának nevezzük. 


1.3. Feladat. Legyen A és B két tetszőleges esemény. Az 1.1-1.3 axiómákból vezessük le az alábbiakat! 





(1.5) P(A £ B) — P(A) - P(B)— PF(A . B). 





A feladatok megoldásához úgy 15 Jó útmutatót kaphatunk, ha az eseményeket Venn-diagrammal szemléltetjük, a 
valószínűségüket a területükként fogjuk fel, miközben az egész (? területét 1-nek választjuk. 


Fi 
L3 


1.6. 1.1.6. Véges valószínűségi mezők 


A fenti I.1-1.3 axiómák elegendőek olyan véletlen kísérletek leírására, melyeknek csak véges sok kimenetelük 
van. Tegyük fel tehát, hogy a kísérlet kimenetelei (az elemi események) száma WN, azaz 


(1 — (ui ÜT aa aaa CA NT t- 


Jelölje Pi: az cs; elemi esemény valószínűségét: Pi — Flidi )1—1.2..... N. Mivel a valószínűség additív, így 


ÍV ív 
9.p — 97 Plu) — P(N) — 1. 


1—1] 1—1] 


Tehát a P: számok összege I. Továbbá 


[1.0] PIA) s P( m xi ) zz pb JÓ; 


car — A ni E aA 


Ezek alapján véges valószínűségi mezők a következőképp írhatók le. Ha az elemi események száma XN, akkor 
meg kell adni NY db nemnegatív, 1 összegű számot (az elemi események valószínűségeit): P1 : : : : : PN. Egy A 
esemény valószínűségét pedig úgy számítjuk ki, hogy az 4-t alkotó elemi események valószínűségeit 
összeadjuk. 


1.7. 1.1.7. A klasszikus valószínűségi mező 


Egy szabályos érme, 11I. kocka feldobásakor a lehetséges kimenetelek egyforma valószínűségűek. Számos olyan 
véletlen kísérlet van (pl. a szerencsejátékok esetén), ahol a lehetséges kimenetelek száma véges, és a 
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kimenetelek egyforma esélyűek (pl. szimmetria okokból). Ekkor az elemi események valószínűségeire 
pi —-— 1[/N 1—-1,2,..., N és az 1.6 képlet alapján 


(1.7) 





Itt N jelenti a lehetséges kimentelek számát (azaz az összes elemi esemény számát), míg k az A számára 
kedvező kimenetelek számát (vagyis az A-ban levő elemi események számát). 


Az 1.7 képlet a valószínűség klasszikus kiszámítási módja. Kezdetben ezt tekintették a valószínűség 


ele öleli al 


1.3. Példa. Az 1.1 [1] és 1.2 [3] példák folytatása. 


(1) Egy szabályos kocka feldobásakor minden elemi esemény valószínűsége 1/6. A páros dobás valószínűsége 
P(AJ)—2—3 


(2) Egy kártya kihúzásának valószínűsége 1/32. A piros húzás valószínűsége F (4) — 8/32 — 1/4 

(3) Két érme feldobásakor (vagy, ami ugyanaz, egy érme kétszeri feldobásakor) mind a 4 elemi esemény 1/4 
valószínűségű. Felhívjuk a figyelmet, hogy az IF és az F! , egybemosása" hibához vezet. A kísérlet tényleges 
végrehajtása azt igazolja, hogy a kísérlet három egyenlően valószínű eseménnyel (nevezetesen , két fej", , két 


írás" és , egy fej és egy írás") való leírása ellentmond a tapasztalatoknak. 


(4) Egy pont [0,1] intervallumra történő dobása nyilván nem írható le véges valószínűségi mezővel. 


ah 


1.3. Megjegyzés. A valószínűség monotonitása: 


ha B € A, akkor FB) £ PIA)L 





Az ellentett esemény valószínűsége: 





Gyakorlatok 


1. Keressünk egyszerű kifejezéseket az alábbi eseményekre: 
(AU B]Nn(4AUB]) (AU B]jn(4 u Bjn(4u B], (A UB]JN(BUCI. 


2. Legyenek A, B és C" tetszőleges események. Az események közötti műveletekkel fejezzük ki, hogy A, B és 
C" közül a) mindhárom bekövetkezik; b) legalább kettő bekövetkezik; c) legalább egy bekövetkezik; d) egy 
sem következik be; e) legfeljebb kettő következik be. 


3. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges 41. Az. . . . . An eseményekre fennáll, hogy 


P(Ai b Az h-t An) — 97(—1)F SÉT, 
kai 
rhrei Í s j 
ahol 5 — 2 PIA: Ai. . . . Ai) és ezen utóbbi összegzés az l. 2. . . . .n számok 71. 72. . . . . tk k-adrendű 
kombinációrra terjed kt. 


4. Bizonyítsuk be az alábbi összefüggéseket, és szemléltessük őket Venn-diagram segítségével! 
a. Ha B C A, akkor PFÍB] £ PIA] (A valószínűség monotonitása.) 


b. P(A) 4 P(4A)—1 (Ezt leggyakrabban F (4) —1— P(A) alakban használjuk.) 
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c FHIAtBt1€)z PIA PB) tt FCI PAB] —- RHRIAC) — FIBHCI tt PIABCI 
5. Hatszor feldobunk egy dobókockát. a) Mennyi a valószínűsége, hogy minden dobás páros? b) Mennyi a 
valószínűsége, hogy legalább egy 6-ost dobunk? 


6. Véletlenszerűen választva egy legfeljebb ötjegyű számot, mennyi a valószínűsége, hogy mind az öt Jegy 
különböző? (A 0 1s , értékes" jegynek számít a , rövidebb" számok elején.) 


7. n golyót helyezünk el n dobozba véletlenszerűen. Mennyi a valószínűsége, hogy minden dobozban lesz 
golyó? 


8. Mennyi a valószínűsége, hogy egy szabályos kockával 6-szor dobva, minden dobás eredménye más? 


9. Valakinek a zsebében n kulcs van, amelyek közül egy nyitja a lakása ajtaját. A kulcsokat egymás után 
véletlenszerűen próbálja ki. Mennyi a valószínűsége, hogy a k-dikra elővett kulcs nyitja az ajtót? 


10. Szabályos dobókockával dobálunk. Mennyi a valószínűsége, hogy a negyedik hatost a tizedikre 
dobjuk? 


11. MI1 a valószínűbb, 6 kockával legalább egy hatost dobni, vagy 12 kockával legalább két hatost dobni? 


12. Egy sakktáblára véletlenszerűen elhelyezünk 8 bástyát. Mennyi a valószínűsége, hogy a bástyák nem 
ütik egymást? 


Ellenőrző kérdések 

1. Mit nevezünk eseménynek, elemi eseménynek, eseménytérnek? 
2. Milyen műveleteket értelmezünk események között? 

3. Mi a relatív gyakoriság? 

4. Mik a valószínűség axiómát? 


5. Mi a valószínűség klasszikus kiszámítási módja? 


2. 1.2. Halmazalgebrák és :-algebrák 


Bonyolultabb szituációk vizsgálatakor az a meglepő helyzet állhat elő, hogy az elemi események nem minden 
halmaza tekinthető eseménynek. Célszerű tehát az eseményeket úgy kijelölni, hogy jól kezelhető struktúrákat 
alkossanak. 


Az (? részhalmazainak .F rendszerét cr-algebrának nevezzük, ha !! € Fés F -ből nem vezet ki a komplementer 
képzés és a megszámlálható unió képzés. 


1.4. Feladat. (1) Bizonyítsuk be, hogy (? összes részhalmazainak halmaza (azaz 2") r-algebra. 


(2) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges sok r-algebra metszete r-algebra. 


Fi 
3 


Legyen ( (? részhalmazainak egy rendszere. A (-t tartalmazó összes c-algebra metszete éppen a [-t tartalmazó 
legszűkebb r-algebra. Ezt a legszűkebb r-algebrát nevezzük a ( által generált c -algebrának és 7 (41-vel 
jelöljük. 


2.1. 1.2.1. A valószínűség --additivitása 


Már viszonylag egyszerű feladatok megoldása során felmerül annak a kérdése, hogy hogyan lehet meghatározni 
(megszámlálhatóan) végtelen sok (páronként kizáró) esemény összegének a valószínűségét. 
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1.4. Példa. Dobjunk fel egy szabályos érmét egymás után annyiszor, míg fejet nem kapunk. Mennyi a 
valószínűsége, hogy a kísérlet véges számú lépésben véget ér? 


Jelölje A a szóban forgó eseményt, ekkor A — 4A1i1-t Az -k Az - . . ., ahol A; jelöli azt, hogy az í-edik dobás fej, 
viszont a megelőzőek mindegyike írás. A klasszikus képlet szerint F (4)—1/2 1—1,2,.... Ha 
kihasználhatnánk azt, hogy a valószínűség megszámlálható sok diszjunkt esemény esetén í5 additív módon 
viselkedik, akkor 


IR 


I 
P(A)—- tsz tag b] 


tal FA 
bg 


eredményt kapnánk. Ez pedig összhangban áll a tapasztalattal. 


ah 


1.4. Definíció. Az (12. F.P) hármast Kolmogorov-féle valószínűségi mezőnek nevezzük, ha §! egy nemüres 
halmaz (eseménytér), .F 4! részhalmazainak egy a-algebrája (az események halmaza), F pedig egy F: Fő. IR 
halmazfüggvény (valószínűség) a következő tulajdonságokkal: 


(1.8) P(AJ)Zz0, AEJ; 
(1.9) P(M0) — I; 
(1.10) PIA t Ant...) PIA] HFAa)]k.., . 


ha A; e F,1— 1.2... . és A: Az; —U. hat A J. 
Az 1.10 tulajdonság a valószínűség cr-additivitása. Ez nem következik szemléletes tényekből, mint az additivitás. 


Azonban elfogadásával hatékony matematikai elmélet építhető fel, amely a jelenségek tág körét leírja. 
Napjainkban a Kolmogorov-féle axiómákon nyugvó valószínűségelmélet használatos a legszélesebb körben. 


2.2. 1.2.2. A valószínűség folytonossága 

Az 1.8-1.10 axiómákból következik, hogy 

P(0) — 0. 

Ennek igazolására elegendő az 1.10 képletben Ai — !2. A; — (, t 7 1 helyettesítést elvégezni. 


Továbbá, ha F eleget tesz az 1.8-1.10 axiómáknak, akkor F végesen additív, azaz 


(1.111 PlArt-oet Als PIA)]t:. ht PIA) 
ha 41... .. An EF, n7-1.2.... és 4:47—V , ha 7 ÁJ. 1.11 igazolásához elegendő 1.10-ban 
An41 — An42 — """ — Út helyettesíteni. 


Tehát az előző fejezetben a valószínűségre megadott tulajdonságok következnek az 1.8-1.10 Kolmogorov-féle 
axiómákból. Így az 1. fejezet megállapításai érvényesek Kolmogorov-féle valószínűségi mezőkben. Továbbá, ha 
f? véges, akkor a cr-additivitás nyilván ekvivalens az additivitással. Így az 1. fejezetben leírt véges valószínűségi 
mező speciális esete a Kolmogorov-féle valószínűségi mezőnek. 


A a-additivitás ekvivalens a véges additivitás és egy folytonossági feltétel teljesülésével: 


1.5. Tétel. Legyen F a-algebra, F : F — E teljesítse az 1.8 és 1.9 feltételeket. Ekkor 1.10 teljesülésének 
szükséges és elegendő feltétele 1.11 és az alábbi tulajdonság egyidejű teljesülése: 


(1.12) BEF. izi1 3... B 2aB.o..., ÍT B; — Ő esetén im FiB.)zü. 
im] 


2.3. 1.2.3. Megszámlálható valószínűségi mezők 
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A megszámlálható számosságú valószínűségi mezők (azaz az olyan kísérletek, melyeknek megszámlálható sok 
kimenetele van) teljesen leírhatók az ún. diszkrét valószínűségeloszlások segítségével. 


1.6. Definíció. A P1:P2. . . . számsorozatot diszkrét valószínűségeloszlásnak (röviden eloszlásnak) nevezzük, ha 
Ím. ss 

nb, 23-12 .... hp Hi; — 
1—1 

Ha Pi.P2...: egy diszkrét valószínűségeloszlás, akkor legyen 82 — ui, ur, ... egy tetszőleges 


megszámlálható halmaz, F — 2" A 


P(AJ—- d) ni, AEF 


1: EA 
képlet nyilván valószínűséget definiál, melyre F as) —ni i—1,2,.... 
1.5. Példa. Legyen Pk — eza ék! kGÜ.1.2.... ahol A — Ü konstans. Az ismert 
k—ü 
összefüggés alapján látható, hogy P1 : Pz2 : : : : eloszlást alkot. Ezt nevezzük Poisson-eloszlásnak. 
ak 


2.4. 1.2.4. A valószínűség geometriai kiszámítási módja 
A valószínűség tulajdonságai hasonlóak a hossz, a terület, ill. a térfogat tulajdonságaihoz. 


1.6. Példa. Dobjunk egy pontot véletlenszerűen a 10. 1] intervallumra. A pont 0-tól mért távolságát jelölje :r. 
Mennyi a valószínűsége, hogy az l/2 r1— nr hosszúságú szakaszokból háromszöget lehet szerkeszteni? 


A háromszög szerkeszthetőségének feltétele: Tt-1—rtlő2Z 1—r-ri4lyz 1l/2—-r41—rT Ezek a 
feltételek ekvivalensek az T € [1/4. 3/4] feltétellel. Vagyis a 10, 1] intervallum fele? kedvező Szástáké, így a 
kérdéses valószínűséget 1/2-nek tippeljük. Ennek előfeltétele szemléletes módon az, hogy tetszőlegesen rögzített 














0 - ő — Lesetén a ID. 1] intervallum bármely ő hosszúságú szakaszára a pont (a szakasz helyétől függetlenül) 
ugyanolyan valószínűséggel essen. 


ah 


Legyen G az IK" egy részhalmaza, és dobjunk egy pontot véletlenszerűen G-re. Legyen A € G. Ekkor annak a 
valószínűsége, hogy a pont A-ba esik 


(1.13) 





ahol A a hossz, a terület, 11I. a térfogat attól függően, hogy az egyenesen, a síkon, ill. a térben vagyunk (nyilván a 
0 2 AlG) - 00 egetre szorítkozunk). Az 1.13 képlet a valószínűség geometriai kiszámítási módja, mely 
nyilvánvaló analógiát mutat a klassszikus kiszámítási móddal. 


Jelöljük 7 -vel az IK" félig nyílt (pontosabban alulról zárt, felülről nyílt) tégláinak, azaz a 


(1.14) T — [ [da:. b). 


1-1 
a; £ bi, i — I. . . . .rr alakú halmazoknak az összességét. 
A T által generált r-algebrát B-vel jelöljük, és elemeit Borel-halmazoknak nevezzük. 


A térfogatnak megfelelő mértéket kívánunk definiálni 5-n. Ha 7 az 1.14 által definiált, akkor legyen 
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(1.15) MT) — [[(b: — a;). 


1—1] 


1.7. Tétel. Egyértelműen létezik IE" Borel-halmazain egy olyan A nemnegatív, cs -additív halmazfüggvény, 
melyre 1.15 teljesül. Ezt a A-t n-dimenziós Lebesgue-mértéknek nevezzük. 

1.7. Példa. Dobjunk egy pontot véletlenszerűen egy 2 x 2-es négyzetre. Jelölje § a pont távolságát a 
legközelebbi oldaltól. Határozzuk meg FS 7 at! 


1.3. ábra - Az a szélességű sáv az 1.3. példában 





2 


Nyilván Pit az a) 7 Ú ha a z 0, és F (fa a) a L haa 51 Hal cak l akkor a , kedvező rész? egy ,, d 


szélességű sáv" a négyzet , szélén" (1.3. ábra), aminek a területe 4—(2—2a)? . Ezért 
Plt c a)—(4—(2— 2af)/4—1—(1— a)? — 2a — a? 0caxrl 


ak 
Gyakorlatok 
1. Legyen F c-algebra. Bizonyítsuk be, hogy . -ből nem vezet ki a megszámlálható metszet képzés! 


2. Határozzuk meg a Poisson-eloszlás maximális tagját! (Útmutató: vizsgáljuk két szomszédos tag 
nagyságviszonyát.) 


3. Bizonyítsuk be, hogy Pr — pt (1 — p), k — 1. 2, . . . diszkrét eloszlást alkot, ahol 0 £ p l (ún. geometriai 
eloszlás). (A 0" — 1 konvenciót használjuk.) 
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4. Helyezzünk el golyókat véletlenszerűen n dobozban. A; kísérletet addig folytassuk, amíg nem kerül golyó az 
első dobozba. Mennyi a valószínűsége, hogy a kísérlet számú lépésben véget ér? 


5. Bizonyítsuk be, hogy a 1.5 [8] Tételben szereplő 1.12 feltétel helyettesíthető a következő feltételek 
bármelyikével. 


(1.16) lim P(B,) — P(B). 


ha B:EF,i—1,2,.... Bi D Ba 5... , Ne B; -B 


(1.17) lim P(B,) — PÍB]. 


Tt—r OT 


ha B:EF.1—- 1.2. .... Bi S Ba C-t .17E1B:— B. A 1.16 és 1.17 feltételeket is a valószínűség 
folytonosságának nevezik. 


Ellenőrző kérdések 
1. Mit nevezünk r-algebrának? 
2. Mi a Kolmogorov-féle valószínűségi mező? 


3. Mi a valószínűség geometriai kiszámítási módja? 


3. 1.3. A feltételes valószínűség 


3.1. 1.3.1. A feltételes valószínűség fogalma 


Tegyük fel, hogy az A esemény valószínűségére vagyunk kíváncsiak, de ismeretes számunkra, hogy a B 
esemény bekövetkezett. A valószínűség bevezetésekor használt relatív gyakoriságos megközelítést alkalmazzuk 
most 15. Ismételjük meg a kísérletünket n-szer, de csak azokat a végrehajtásokat vegyük figyelembe, 
amelyekben H bekövetkezett. Ezen részsorozatban az A relatív gyakorisága 


kaB 0 (RABN (EB 
kB ni HL E El Hi 


Ez utóbbi pedig F (4B)/P(B) körül ingadozik. Így ezt érdemes elfogadni a feltételes valószínűségnek. 


1.8. Definíció. Legyen A és B esemény, F [B] 50. Ekkor az A esemény B-re vonatkozó feltételes 
valószínűségén a 


P(AIB) — P(AB)/P(B) 





mennyiséget értjük. 


1.8. Példa. (a) A feltételes valószínűség végeredményben az egész eseménytér egy részére leszűkített 
valószínűség. Ez leginkább a részsokaságból történő mintavétellel szemléltethető. Tekintsünk egy 10000 fős 
populációt, ebben 5050 nő és 4950 férfi van. A nők között 100, a férfiak között 900 180 cm-nél magasabb 
található. Ha véletlenszerűen kiválasztunk egy embert a populációból, akkor annak a valószínűsége, hogy az 180 
cm-nél magasabb (a klasszikus képlet alapján) 10007 10000 — 0.1 Ha a nők közül választunk ki egyet, akkor 
ugyanez a valószínűség 100/5050 — 0.0198 A feltételes valószínűség F(AlB) — P(AB])/P(B) képletével 
számolva: 


100 Jú5Ű NANA 
ESET BETETT sát 100 / 3050. 
LŐ000.. 10000 I 
tehát a két felfogás azonos eredményre vezet. Klasszikus valószínűségi mező esetén a kétféle számolás mindig 
csak az , összes esetek számával" történő bővítésben (egyszerűsítésben) különbözik egymástól. 


(b) Egy szelvénnyel lottózunk. A lottóhúzást figyeljük; az első négy kihúzott szám szerepel a szelvényünkön. 
Most következik az ötödik húzás. Mennyi a valószínűsége, hogy ötösünk lesz? 
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Jelölje A azt az eseményt, hogy ötösünk lesz, B azt, hogy az első 4 kihúzott számot eltaláltuk. 


az Tfza Petzzá sss RL EEEN ? UNNEN 
. P(B) (5) ( 








Ugyanerre az eredményre jutnánk akkor 15, ha úgy okoskodnánk, hogy mivel négyet már eltaláltunk, a maradék 
86-ból kell egyet eltalálnunk. Ez utóbbi esélye 1/86. 


ah 


Általában is igaz, hogy a feltételes valószínűséget úgy is ki lehet számítani, hogy az eseményteret , leszűkítjük" 
a feltételben szereplő H eseményre. Ennek hátterét világítja meg a következő állítás. 


1.9. Tétel. Legyen 42, 7, P) valószínűségi mező, B egy rögzített esemény, P(B):0 Jelölje PF B az AB alaku 
halmazokat, ahol AE .F. Legyen FB (0) — P(CIB) minden C € Fg-re. Ekkor (B.Fn.Pn) valószínűségi 
mező. 


Az is nyilvánvaló, hogy "B éppen azon eseményekből áll, melyek B részei. Fg pedig az eredeti valószínűség 
ezekre való megszorításával majd , normálásával" adódik. Konkrét feladatok megoldásában éppen a Fs 
valószínűség megtalálása a probléma. 


1.9. Példa. Egy osztályban n diák van, közülük r-et kisorsolunk, akik dolgozatot írnak. Mennyi a valószínűsége, 
hogy a legrosszabb tanuló dolgozatot ír, feltéve, hogy a legjobb ír? 


Jelölje A azt az eseményt, hogy a legrosszabb ír, HB azt, hogy a legjobb ír. Ekkor 


P(AB) (7) Mm) 
BAB] RrB) [G ÉG 


. TT 








Közvetlen okoskodással 15 megoldhatjuk a feladatot. Szorítsuk meg a sorsolást arra, hogy a legjobbat már eleve 
kisorsoltuk. Így (7 — 1) diákból kell kiválasztani (r— 1)-et, és kérdés annak a valószínűsége, hogy a 
legrosszabb tanuló benne lesz a kiválasztottak között. Így a klasszikus képlettel az 


n—2  /n7-l 
r—2/ 4r—1 
eredményre jutunk, ami megegyezik az előzővel. 


ah 


3.2. 1.3.2. A teljes valószínűség tétele 


A valószínűségi mező gyakran felbontható olyan részekre, amelyeket külön-külön már Jól tudunk kezelni. 


1.10. Definíció. Események egy 4Ai1.4Az.... sorozatát teljes eseményrendszernek nevezzük, ha egymást 
páronként kizárják és összegük az egész eseménytér. 


Tehát egy teljes eseményrendszer nem más, mint §1 egy diszjunkt eseményekre történő felbontása (1.4. ábra). 
Egy teljes eseményrendszerre nyilván F 4114 BiAg] Hl 


1.4. ábra - Teljes eseményrendszer 
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eg NF Nt 
li TT Ve itt TS tege 
sz új e" Fe . a ez att sú Pa Hz e ( d 
Pe kő Pa a Fa a 
att A Fi Fi j Faji s 
f" j " 
az di di Fi i fali A h 
[] a 
pi Fúj a s ks 





Tágabb értelemben teljes eseményrendszernek szoktuk nevezni események olyan sorozatát is, amelyek egymást 
páronként kizárják és valószínűségeik összege I. 


1.11. Tétel. Legyen B1. B2. . . . egy pozitív valószínűségű eseményekből álló teljes eseményrendszer. Ekkor 
bármely A eseményre 


P(A) — P(AJB.)P(B1) 4 P(AlB2)P(Ba) b... 





Bizonyítás. Az A — AB1 4 ABa - . . . diszjunkt részekre bontás fennáll. Így a P(IAB:) — P(IAIB:)P( B; ) 
összefüggés felhasználásával a valószínűség r-additivitásából adódik az állítás. 


A teljes valószínűség tételét úgy alkalmazzuk, hogy a valószínűségi mezőt részekre bontjuk úgy, hogy az egyes 
részeken belül a (feltételes) valószínűség egyszerűen kiszámítható, és ezen valószínűségeket a részek 


ett öltés al 


ett AElÉ ál 


1.10. Példa. Három gép gyárt csavarokat. Az első gép 196, a második 296, a harmadik 396 selejtet produkál. Az 
első gép az össztermék 5090-át, a második 3090-át, a harmadik 2090-át állítja elő. Az össztermékből 
véletlenszerűen választva egyet, mennyi a valószínűsége, hogy selejtes. 


A teljes valószínűség tétele alapján a megoldás 
Piselejt ) — 0, 01 : 0, 5 4 0.02 . 0, 3-4 0, 03 . 0, 2. 


ah 
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1.11. Példa. Dobjunk fel egy kockát, és a dobás eredményétől függően más-más , hamis" érmétl /itevezetesen, 
ha a kockával -t dobunk, akkor olyan érmét dobunk fel, amelyen a fej dobás valószínűsége — . Mennyi a 
valószínűsége, hogy az érmével fejet dobunk? 


1 11. 11 
162 66 


1 
7 ) z — a: 
P(F)- 


ah 


Megjegyezzük, hogy a teljes valószínűség tétele különösen alkalmas , kétfázisú" kísérletek leírására, miként ezt 
az 1.11 [14]. Példa 15 mutatja. 


3.3. 1.3.3. Bayes tétele 


Ha egy , kétfázisú" kísérletben a második fázis eredményeiből akarunk visszakövetkeztetni az első fázis 
eredményére, akkor a Bayes-tétel hasznos segédeszköz. 


Legyen A és B két, pozitív valószínűségű esemény. A feltételes valószínűség definíciójából 


P(BIA) — P(AIB)P(B)/P(A 





Ez a Bayes-formula. 


1.12. Tétel. Legyen A egy esemény, Bi. B2. . . . teljes eseményrendszer, F (4) 50, P(B;:) 20,i— 1.2... 


Ekkor 


. PIAIB:IPÍB;] 
P(B;]A) s s ERBRSEMEKSEL 


2. PIAIB:)PÍB;) 


ul — 





minden J-re. 


Bizonyítás. Alkalmazzuk a Bayes-formulát, majd F (4) kifejtésére a teljes valószínűség tételét. 


1.12. Példa. Az 1.10 [13]. Példában leírt kísérletet tekintjük. Ha egy találomra kiválasztott csavar selejtes, 
mennyi a valószínűsége, hogy az első gép gyártotta? 


0Ü1: 05 


P(1.lselejt) — ————————— ————— 
1. selejt) — TO FOTO 3 TOTH 02 


ah 


Gyakorlatok 
1. Tegyük fel, hogy W db termék között AY db selejt van. Megvizsgálunk r db terméket. Feltéve, hogy az első 
három vizsgált termék hibátlan, mennyi a valószínűsége, hogy az n megvizsgált termékből rn selejt lesz? 


Oldjuk meg a feladatot a feltételes valószínűség definíciója alapján és , közvetlen" számolással 15! 


2. Bizonyítsuk be, hogy 
P( Ai Az . . . An) — FI A1)JP( AnlA1)JP( Az[A1.4Az ) - -- PIA [Ai Az . . . An—1), 
ahol Ai, - - - An olyan események, melyekre P(A1 Az . . . An—1]) 7 0, 

3. Legyen P(A) — 0.9 P(B) — 0.5 Lássuk be, hogy PIA] B) 2 0.8 

4. Pistike anyukája elrejt egy csokit 3 doboz egyikébe. Pistike kiválaszt egy dobozt. Ezután az anyuka a 
maradék két doboz közül felnyit egyet, melyről tudja, hogy nincs benne csoki. Ezután megkérdezi Pistikét, 


hogy akarja-e az általa kiválasztott doboz helyett inkább a másikat (természetesen a nem felnyitottat). 
Erdemes-e Pistikének váltani? 
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5. Ulti. 32 lapos kártyát 3 Játékos között véletlenszerűen elosztunk, az első játékos 12 lapot, a másik kettő 10-10 
lapot kap. 


a. Mennyi a valószínűsége, hogy a piros tízes és a piros hetes egy kézben lesz? 


b. Feltéve, hogy az első játékos kezében van az összes piros, kivéve a 10-est és a 7-est, valamint a zöld ász, 
király, felső és 10-es, mennyi a valószínűsége, hogy a piros 10-es és 7-es egy kézben van? 


6. Egy urnában : db zöld és s db sárga golyó van. Véletlenszerűen húzunk egyet a golyók közül. A golyót 
visszatesszük, és vele együtt u számú ugyanolyan és e számú ellentétes színű golyót teszünk az urnába. 
Mennyi a valószínűsége, hogy 4 húzásra a , zöld, zöld, zöld, sárga" sorozat adódjék? 


7. Az előző feldatot tekintsük e — () esetén. Mennyi a valószínűsége, hogy n húzásból valamely rögzített k 
helyen zöld, a maradék n — k helyen sárga golyó adódik. 


8. Egy 1000 fős városkában a választáson két párt indul. Kezdetben mindkét pártnak 500-500 szimpatizánsa 
van. Minden nap interjút készítek egy véletlenszerűen kiválasztott emberrel a városból. Minden 
meginterjúvolt 100 embert átcsábít a saját táborába. Mennyi a valószínűsége, hogy 5 nap múltán már csak az 
egyik pártnak lesznek hívei? 


9. A diffúzió Ehrenfest-féle modellje. Két tartályban összesen k molekula helyezkedik el. Minden lépésben 
véletlenszerűen választunk egy molekulát, és azt áttesszük a másik tartályba. Legyen kiundulásul az első 


tartályban rn molekula, a másodikban k — rn. Milyen lesz a tartályok között a molekulák eloszlása Il, 2, 
illetve 3 lépés múlva? 


10. Dobjunk fel egy kockát. Azután dobjunk fel annyi kockát, amennyi az első dobás eredménye. 
a. Mennyi a valószínűsége, hogy a másodszorra feldobott kockák valamelyikén 6-ost kapunk? 


b. Mennyi a valószínűsége, hogy az első dobás 6-os volt feltéve, hogy a második dobás során nem kaptunk 
6-ost? 


Ellenőrző kérdések 
1. Mit nevezünk feltételes valószínűségnek? 
2. Mit állít a teljes valószínűség tétele? 


3. Mit állít a Bayes-tétel? 
4. 1.4. Események függetlensége 
4.1. 1.4.1. Két esemény függetlensége 


A köznapi életben akkor mondjuk, hogy két jelenség független egymástól, ha egyik sem befolyásol(hat)ja a 
másikat. Események nyelvén ez azt jelenti, hogy az egyik esemény bekövetkezése nem befolyásolja (nem 15 


rontja, nem is javítja) a másik bekövetkezési esélyét. Mivel a B esemény (F (B): Úr) bekövetkezésekor az A 
bekövetkezésének esélyét a F (A ] B) feltételes valószínűség jellemzi, így azt mondhatjuk, hogy az A akkor 
független B-től, ha 


(1.18) P(AIB) — P(A). 


Ennek a definíciónak az a hátránya, hogy nem szimmetrikus 4A-ban és B-ben, valamint csak F (B) - Ü esetén 
értelmes. A definíció finomítása előtt azonban tekintsünk példákat. 


1.13. Példa. Jelentse 4 azt az eseményt, hogy egy szelvénnyel játszva, ötösünk lesz a lottón. Ekkor 


39 NT Hú "NN rrgü B ú . b 
F(A) — 1/( 5]. Ha a lottóhúzást figyeljük és B jelenti azt, hogy már négy számunkat kihúzták, és még egy 


szám húzása hátravan, akkor F (AB) — 1/86 Az ötös találat esélye nyilván nem független attól, hogy már 
legalább négyesünk van. A fenti számok 15 mutatják, hogy B bekövetkezte jelentősen I megnövelte A esélyét". 
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Tekintsünk egy másik esetet. 


1.14. Példa. Két kockát dobunk fel. Jelentse H azt, hogy az elsőn, A pedig azt, hogy a másodikon 6-ost dobunk. 
Ekkor 


P(IAB) 1 1 1 j 
hsz fú 1 fi k ES] FOREST j —— KE — Szó tá z ) 
jé PÍB) 36 6 6 HAGSN 





A tapasztalat 15 azt mutatja, hogy az egyik kockán kijövő szám nem befolyásolja azt, hogy a másikon mi adódik. 


ah 


A fenti példák azt sugallják, hogy az 1.18 képlet jól ragadja meg a függetlenség szemléletes fogalmát. 
Szorozzuk most meg 1.18 mindkét oldalát F (B ).vel. Ekkor 


(1.19) P(AB) — P(AJP(B) 


adódik. Ha FIA) Ú akkor 1.19-t PI Al-val osztva 


(1.20) P(BIA) — P(B) 


esz; 
adódik. 


Nyilván PB) 50 esetén 1.19 ekvivalens 1.18-cal, P(A) - Ü esetén 1.19 ekvivalens 1.20-szal, míg ha vagy 
P(B)—ü vagy P (4) —Ü akkor 1.19 a0 — ( triviális egyenlőségbe megy át, azaz mindig tejesül, semmilyen 
plusz feltételt nem jelent A-ra és B-re. Így 1.18, azaz A független B-től, vagy 1.20, azaz B független A-tól, 
definíciók helyett 1.19-et érdemes elfogadni. 


1.13. Definíció. Azt mondjuk, hogy A és B független események, ha 
P(AB]) — F(AJPÍB)]. 


1.5. Feladat. a) Bizonyítsuk be, hogy ha A és B független, akkor A és B, A és B, valamint A és B is független 
eseménypárok. 


b) Bizonyítsuk be, hogy A akkor és csak akkor független bármely eseménytől, ha F (4) —0 vagy F (4) —1 


" 
6) 


A függetlenség 1.19 definiáló egyenletéhez a feltételes valószínűség közbeiktatása nélkül, közvetlen 
heurisztikus úton is eljuthatunk. Legyen pl. F (4) — 0.3 P(B)—0.6 4ésB függetlenségén azt akarjuk érteni, 
hogy BH bekövetkezése nem befolyásolja A bekövetkezésének az esélyét. Az A esemény sok kísérletből az 
esetek kb. 3090-ban következik be. Ugyancsak 3090-ban kell tehát akkor 1í15 bekövetkeznie 4-nak, ha B 
bekövetkezik (és persze akkor 15, ha H nem következik be, de ezt már ki sem kell használni). Viszont az összes 
esetekből 5 kb. 6090-ban következik be és ezen belül kell A bekövetkezési esélyének 3070-nak lennie. Így B és 
A együttes bekövetkezési esélye 0.6 - 0.3(. 1004) Azaz F(AB]) — 0.6 - 0.3 — P(A)P(B) kelt legyen. 


4.2. 1.4.2. Több esemény függetlensége 


1.14. Definíció. Az 41. Az. . . . eseményeket páronként függetlennek nevezzük, ha közülük bármely két esemény 
független: 


A köznapi szóhasználatban több jelenség (teljes) függetlensége azonban azt jelenti, hogy a jelenségek bármely 
csoportja együttesen sem képes befolyásolni egyetlen másikat sem. Három eseményre megfogalmazva ez a 
következő. Legyenek A. B. C események. Ezek páronkénti függetlensége azt jelenti, hogy 
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(1.21) PIABI) z PIAIPIBI, PIAC) z PIAJPICI. PBC) z FIBIP(€C) . 


Az, hogy A és B együttesen sem befolyásolják C-t, azt jelenti, hogy AB és C független, ez pedig 
P(ABC) — PIABIP(C). ami I.21 figyelembe vételével 


(1.221 P(IABCI z— PIAJFIBIFTC1. 
Látható, hogy AC és B valamint BC és A függetlensége is ehhez a relációhoz vezet. 
1.6. Feladat. a) Bizonyítsuk be, hogy 1.22-ból nem következik 1.21. 


b) Bizonyítsuk be, hogy 1.21-ből nem következik 1.22. 


Fi 
£3 


A fentiek azt mutatják, hogy több esemény (teljes) függetlenségéhez a felírandó relációkat nem spórolhatjuk 
meg. 


1.15. Definíció. Azt mondjuk, hogy az Ai:4Az.....4An események (teljesen) függetlenek, ha bármely 
k 1.2. ....n-re és az 1. 2. . . . .n számok bármely ? 1. . . . :1kx kombinációjára 


P(Ai Aiz : .. Ar) — P(An)P(Aig) -: : P(Ai ). 


Tehát n esemény függetlensége azt jelenti, hogy közülük akárhány különböző eseményt kiválasztva azok 
szorzatának a valószínűsége egyenlő a valószínűségük szorzatával. Azt sem nehéz belátni, hogy ez a definíció - 
eredeti célunkkal összhangban - pontosan azt jelenti, hogy az 41. E : : : An események közül tetszőlegesen 
kiválasztva két diszjunkt csoportot, az egyik csoport együttesen sem befolyásolhatja a másik csoport esélyét. 


1.16. Definíció. Események egy tetszőleges [Aa A € Aj, rendszerét függetlennek nevezzik, ha annak bármely 
Aja sss Aaa véges részrendszere független. 


Legyen §1 és U2 két eseményrendszer. Ezeket függetlennek nevezzük, ha bármely Ai €Ed4Gi és Az E [2 
események függetlenek egymástól. 


Legyen Iga. A E Aj eseményrendszerek egy tetszőleges halmaza. Ezeket az eseményrendszereket függetlennek 
nevezzük, ha bármely L4Aa:4A E Aj eseményrendszer, ahol Aa E ga. A E A független. 


a 


PIA) zoa 
1.17. Tétel. (Borel-Cantelli-lemma) a) Ha i—i , akkor 1 a valószínűsége annak, hogy az A: 
események közül csak véges sok következik be. 
$ FPilAn)— o 


5.8 
b) Legyenek az Ai. Az. . . . események függetlenek. Ha n—i , akkor 1 annak a valószínűsége, hogy az 


An események közül végtelen sok bekövetkezzék. 


4.3. 1.4.3. A valószínűség geometriai kiszámítási módja és a 
függetlenség 

1.15. Példa. Ketten megbeszélik, hogy du. 1 és 3 óra között adott helyen találkoznak, és fél órát várnak a 
másikra. Mennyi a valószínűsége, hogy a találkozó realizálódik? Jelölje $1, ill. (2a két érkezés időpontját. A 
feladat szövegében implicit módon benne van, hogy a két személy egymástól függetlenül érkezik, és érkezésük 
1 és 3 között egyenletes. Ezért mindkét érkezést külön-külön a geometriai kiszámítási mód írja le: 

P(E; € [a.bj)—(b—aj/2 lzgazbz3]. 

A függetlenség miatt 


P((lf1.§2) € [d1.b1) x [a2. b2)) — 


— Pif € [a1.b1))Fifz E [a2.b2])) — 
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— (bi — a1)(ba — a2])/4 — A(la1.bi) x [d2. ba] )/A([1. 3] x [1.3]). 


1.5. ábra - A kedvező terület az 1.15 [17]. példában 





t 3 


Ez pedig éppen azt jelenti, hogy (1. €2) együttes viselkedésére 15 a geometriai kiszámítási mód alkalmazható, 
csak már a sík alkalmas tartományát kell alapul venni. (Valójában ezt csak téglalapokra igazoltuk, de a 
téglalapok valószínűsége meghatározza a Borel-halmazok valószínűségét.) Így példánkban az összes terület" 
4, a kedvező terület" 7/4 (ábrázoljuk a kedvező érkezések tartományát!). Így a keresett valószínűség 7/16. 


























ah 


Az előző példa általánosítása kedvéért idézzük emlékezetünkbe, hogy az ri -dimenziós Lebesgue-mérték 
bevezetésekor egy r1-dimenziós tégla mértékét az oldalai mértékének szorzataként adtuk meg. Ez azzal analóg, 
ahogyan az események függetlenségét definiáltuk. Ennek alapján belátható, hogy ha a K1. . . . . Xn kísérleteket a 
valószínűség geometriai kiszámítási módjával írhatjuk le a 61. . . .: .Gn € E tartományokon, akkor a kísérletek 
független végrehajtását szintén a valószínűség geometriai kiszámítási módjával írhatjuk le, de már 
CGr1i X::: XGn € E"-en. 


1.16. Példa. Vegyünk három, egységnyi hosszúságú szakaszt. Mindegyikből vágjunk le találomra egy darabot. 
Mennyi a valószínűsége, hogy a megmaradó három szakaszból háromszög szerkeszthető? 


1.6. ábra - A kedvező térfogat az 1.16 [18]. példában 


18 
XMLmind XSL-FO Converter 


A valószínűségszámítás 


alapfogalmai 
A AL 
s 1" 
d ky 
Fa ] . ht 
fa ; ö ü ag 
7 j fi A ht 
n Fi / k an 
maj s j Í 4, vmi 
f " ! a szt 
FT Penal 
y E az 5: 4 
/ ai Ta 4, 
"Ji / e I e b tn ; 
E ot a 
Pá Fi Tr k 
A a ht 
Faji a 
Ú Ae hő 














A kísérlet az egységkocka segítségével írható le. Az I lösszes térfogat" 1] (az egész egységkocka térfogata). A 
feladat szempontjából kedvező pontok az egységkocka 





rtr-aytiz o yviztz z Za zrdy 


feltételnek eleget tevő pontjai. Ábrát készítve azonnal láthatjuk, hogy az egységkockából három 1/6 térfogatú 
gúlát kell levágni. Így a IIlkedvező térfogat" 1/2, azaz a keresett valószínűség 1/2. 


ah 














Gyakorlatok 


1. 


Dobjunk fel egy kockát kétszer egymás után! Milyen függetlenségi relációk állnak fenn az alábbi A. B. C 
események között? A —fAz első dobás I,2 vagy 34, B —fAz első dobás 3.4 vagy 54, C —fa két dobás 
összege 9). Mi a helyzet az alábbi eseményeknél: 4 —f(Az első dobás 4-nél kisebb;, § —fA második dobás 
3-nál nagyobb), CC" —(A két dobás összege 7)? 


. Legyen Ai. Az. . . . . Án egy független eseményrendszer. Bizonyítsuk be, hogy az 4A:-k közül tetszőleges 


sokat A:-re cserélve is független eseményrendszert kapunk! 


. Három játékos 4A.Y és Z vesz részt egy sakkversenyen. Mindhárman egyforma erősek, azaz egy-egy 


partiban 1/2-1/2 eséllyel nyernek, illetve veszítenek. A versenyt X és Y kezdi. Minden forduló után a vesztes 
átadja a helyét az addig pihenő játékosnak. A versenyt az nyeri meg, aki két egymás utáni partiban győz. 
Mennyi a valószínűsége, hogy A . Y , illetve 7 nyeri meg a versenyt? Írjuk le az eseményteret! 


. Tekintsünk egy kísérletet és benne egy pozitív valószínűségű A eseményt. Ismételjük meg a kísérletet 


független módon végtelen sokszor. Bizonyítsuk be, hogy 0 annak a valószínűsége, hogy A csak véges 
sokszor következik be! 


. Adjunk példát két, egymástól független, de egymást kizáró eseményre! 


. Az egér két lyukon tud bemenni a konyhába, onnan szintén két lyukon keresztül a kamrába. Mind a 4 lyuknál 


(egymástól függetlenül) P valószínűséggel ül egy macska. Feltéve, hogy az egér nem jutott be a kamrába, 
mennyi a valószínűsége, hogy bejutott a konyhába? 


. Az autók 1090-a fékhibás. Egy műszeres vizsgálat 9090-os eséllyel ad helyes eredményt. Minden autót 


kétszer vizsgálnak meg (egymástól függetlenül). Mennyi a valószínűsége, hogy egy autó fékhibás, feltéve, 
hogy 


a. mindkét vizsgálat hibásnak mutatta, 
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b. pontosan az egyik vizsgálat mutatta hibásnak? 


8. Legyen n egy rögzített pozitív egész. Jelölje eln] az n-hez relatív prím, n-nél kisebb pozitív egészek számát. 
Jelölje Ap azt az eseményt, hogy az l. . . . ."r( számok közül találomra kiválasztott szám P-vel osztható. 
Lássuk be a következőket! 

a. F [Ap ) ka [/p ha Plin (azaz P osztója n-nek). 

b. Ha Pi. . . . . Br az n különböző törzstényezői, akkor Alpi : : - - : Ap, független események. 
wln)/n — P(IT Az) 

C. pir 
eln) — n I[(1— 1/p) 

d. piln . (Itt és az előző képletben a produktum nm összes különböző törzstényezőjére terjed 
ki.) 

9. Találomra választunk három pontot a (0. 1) intervallumban, legyenek ezek T. Yy. 5. Mennyi annak a 


valószínűsége, hogy az T. y és z élekkel bíró téglatest testátlója kisebb 1-nél? 


10. Egy egységnyi oldalú négyzet két átellenes oldalán találomra választunk egy-egy pontot. Mennyi a 
valószínűsége, hogy a két pont távolsága kisebb, mint :r? 


Ellenőrző kérdések 
1. Mikor mondunk két eseményt függetlennek? 
2. Mi a különbség a páronkénti függetlenség és a teljes függetlenség között? 


3. Mi a valószínűség geometriai kiszámítási módja az egyenesen, a síkon, illetve a térben? 
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2. fejezet - Diszkrét valószínűségi 
változók 


1. 2.1. Véletlentől függő mennyiségek 


1.1. 2.1.1. Mennyit nyerünk? 


A valószínűség fogalma támaszt nyújt ahhoz, hogy elemezzük a nyerési esélyünket bizonyos szerencsejátékok 
esetén. De az sem mindegy, hogy mennyit nyerünk (vagy pláne nem, hogy mennyit vesztünk) ! 


2.1. Példa. Dobjunk fel két dobókockát, egy fehéret és egy feketét! Annyi forintot nyerünk, amennyi a fehéren 
és a feketén adódó számok különbsége. (Pl. a fehéren 2-est, a feketén 5-öst dobva 4 — 3 — —34 a nyereség, azaz 
3 forintot vesztünk.) Szabályos kocka esetén - szimmetria okokból - az adódik, hogy nyerésre és vesztésre 15 
egyenlő az esély. De az 1s érdekelhet bennünket, hogy milyen eséllyel vesztünk, mondjuk, 5 forintot. Jelölje § a 
nyereményt. Ekkor § értéke 5. 4. . . . .—5 lehet. A FIS — k) k—5,4,...,—5 valószínűségek a nyereményünk 
, eloszlását" adják. Az 15 látható, hogy § — §1 — £2, ahol §1 a fehér, 82 pedig a fekete kockán adódó számot jelölt. 


ah 


2.1. Definíció. Legyen (£2. F. F) valószínűségi mező, § : 41 —- E (az elemi eseményektől függő valós értékű) 
függvény. 5 -t diszkrét valószínűségi változónak nevezzük, ha értékkészlete megszámlálható és 


(2.1) fo réluyszr eF. VreER 


2.1 azt fejezi ki, hogy azon elemi események halmaza, amelyben s valamely konstans értéket vesz fel, legyen 
esemény. Ez szükséges ahhoz, hogy beszélhessünk a 15 — Tf valószínűségéről (hisz csak eseményeknek 
értelmeztük a valószínűségét, és elemi események tetszőlges halmaza nem feltétlenül esemény). 


2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha § : 41— E értékkészlete ri1.T2...., úgy § akkor és csak akkor diszkrét 
valószínűségi változó, ha 


[1 :tlwuh—nteF, 1 1.2 ...! 


E 


1.2. 2.1.2. Valószínűségi változók eloszlása 


A továbbiakban, a rövidség kedvéért, a 


(S—zrj—tw:őlwj— mrj, 16 €Bj— tw:€lw)e Bi 


jelöléseket fogjuk használni. 


Legyen § olyan diszkrét valószínűségi változó, melynek értékkészlete T1i.T2..... Jelölje A; a 18 — xii 
eseményt, ? — I. 2. . . .. Ekkor az A;, t — I. 2. . . . halmazok teljes eseményrendszert alkotnak. Ebből következik, 
hogy a 


nme FIA je PIzcsik €al 3 :.. 


számok diszkrét eloszlást alkotnak (azaz pi: 7 0 1— 1.2... ., és—i ). 
2.2. Definíció. A Pi: P2 : : : . számokat § eloszlásának nevezzük. 


2.2. Példa. Jelölje £ a dobókockán adódó számot. Ekkor § eloszlása 
ni — Fif —1) —1/76, ..., pe — Flt — 6) — 1/6. 
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ah 


A fenti 4 —1§— mij, 1— 1.2... . , eseményekből álló teljes eseményrendszert a §£ által generált teljes 
eseményrendszernek nevezzük, és €1£)-vel jelöljük. Az €15)-t tartalmazó legszűkebb c -algebrát a § által 


generált r-algebrának nevezzük, és 7 (§ )-vel jelöljük. 7 (S ) elemei nyilván az IJr4Ai, alakban felírható események 
(azaz azon események, melyek az 4A;:-k közül tetszőlegesen kiválasztottak uniójaként állnak elő). 


Legyen f : R— R tetszőleges valós függvény. Ekkor az "7 — f(§) összetett függvény is diszkrét valószínűségi 
változó, mivel 


17— yi — UJ (c— ri]. VyeBEk. 


(::fir:1—wl 


tehát 2.1 teljesül. Másrészt "7! értékkészlete fizi]). fixa), . .. (viszont ebben a számsorozatban ismétlődések 15 
7 FA É mi É . . , , LL 4 A 4 . , [d É 
felléphetnek, ha f nem egy-egyértelmű). Például § : IS. 005 € , . . . is diszkrét valószínűségi változók (ha § az). 


Ha § nemnegatív (azaz Ti: 7 Ü z — I. 2. . . ), akkor vS is diszkrét valószínűségi változó. 
A valószínűségi változók közötti műveleteket , pontonként" értelmezzük. Például 


(£ 4 ml) —flww) tl].  w € 12. 


di 


Könnyű belátni, hogy § 1 7, § — m, § " 7, 5/7 (han 7 Ú) diszkrét valószínűségi változók, amennyiben § és 7 is 
azok. 


Általában, ha f : E x EG E kétváltozós függvény, valamint § és "7 diszkrét valószínűségi változók, akkor az 
FE. nko) — fit), n(ua)) 
által definiált f(€. 7) : 420 B függvény 15 diszkrét valószínűségi változó. 


2.3. Példa. (1) Egy urnában M piros és N — AM fehér golyó van (M — NM). Visszatevés nélkül húzzunk ki n 
golyót (n ca NN)! Jelölje £ a kihúzott piros golyók számát. Ekkor § hipergeometrikus eloszlású: 


A N-M ÍN ett 
Pif zk)z ( .)( ) ) .k z maxíÍn — N 4 M.O)... . .minfn. AM? 
kt n—k g An, 


(2) Ha az előző példában visszatevéses húzást tekintünk, akkor binomiális eloszlású valószínűségi változóhoz 
jutunk: 


í k j r— k 
P-n) (5 () 1-5) . JEL zsé 
i k N N 


Általánosabban, ha egy kísérletet r1-szer függetlenül megismételünk, és § jelenti a P valószínűségű A esemény 
bekövetkezéseinek a számát, akkor 


3 negy n úz 
(2.2) P(g-k) — ( Ja peer, kz 0.1... n. 
; k 
A 2.2-t teljesítő $-t n-edrendű, P paraméterű binomiális eloszlásúnak nevezzük. Ha n — l, akkor §-t Bernoulli- 


eloszlásúnak nevezzük. 


(3) Azt mondjuk, hogy § A paraméterű Poisson-eloszlású, ha 


krz 
A a 


ahol A — 0 konstans. 


(4) A § valószínűségi változót r-edrendű, P paraméterű negatív binomiális eloszlásúnak nevezzük, ha 
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ktr—1 


Plg-rt 4) ( 
r— 1 


Ja — p)", aját A JI I . ARAÉRERB 


ahol 0 2 p5£ Il. r — I esetén a geometriai eloszláshoz jutunk. 


ah 


Tekintsük a pi — P(f — ri), 1—1.2.... , eloszlású valószínűségi változót. Legyen ) — 171. 725...§ ÉS 
h:D GR a hír:) — P: szerint definiálva. A h függvény lokális maximumhelyét az eloszlás móduszának 
hívjuk. Amennyiben csak egy módusz van, akkor az eloszlást unimodálisnak (egycsúcsosnak) nevezzük. Ekkor 
a módusz éppen a legnagyobb F:-hez tartozó T:. 


1.3. 2.1.3. Együttes eloszlások 


Az alábbi (nyilvánvaló) példa két valószínűségi változó egymáshoz való viszonyának két szélsőséges esetét 
mutatja be. 


2.4. Példa. Dobjunk fel két kockát! Jelölje £ és 77 az első, illetve a második kockán kapott számot. A klasszikus 
képlettel számolva: 


I 
36 





— P(£ —i):Pln—j),  Vi.j. 


raw Hl ree 
ml. 


P(£ — in — j) — 


bank 
gi 


Azaz att — if ésímn— 1. 
jelenti, akkor 


Pt MIRt8 im] — j) Me ti ha 1 — 7. 


események függetlenek. Másrészt, ha § 15 és "715 az első kockán dobott számot 


ÍJ. ha z £ 7. 
Ebben az esetben 18 — if nemhogy független In7-d T-től, hanem meghatározza azt. 
ák 


A példa arra 15 rámutat, hogy § és "7 külön-külön vett eloszlása nem határozza meg £ és !/ együttes eloszlását. 


2.3. Definíció. Legyen a § és az "71 diszkrét valószínűségi változók értékkészlete Ti. T2. . .:, illetve W1: 42: . : :. 
Ekkor § és 1 együttes eloszlásán a 


(2.3) ps P(t- rag), ij-12. 


számokat értjük. Ebben a vonatkozásban a § és 7! külön-külön tekintett eloszlása marginális (más szóval perem- ) 
eloszlásként jelenik meg, amint azt az ún. kontingencia táblázat mutatja: 





Itt 

, 6 
pi. — Pf — ri) — dei vs 
és 


p.;— Pln— 4) — d. Pig. 


Tehát a peremeloszlások a kontingencia táblázat peremén szereplő eloszlások. Nyilván 


23 
XMLmind XSL-FO Conrverter 


Diszkrét valószínűségi változók 


úm ae Ím e - öz 
1—1 7—]1 1-1 3-1] 


és az itt szereplő mennyiségek nemnegatívak. 


2.4. Tétel. A § és 1 együttes eloszlása meghatározza a peremeloszlásokat, de a peremeloszlások nem határozzák 
meg egyértelműen az együttes eloszlást. 


Bizonyítás. Lásd a 2.4 [23] példát. 

Hi 

2.2. Feladat. Három valószínűségi változó együttes eloszlását a 
Diik — P(lE — m;.T — Uj: ( — özl akol 2... 


szerint definiáljuk. Hogyan határozható meg a F:j mennyiségekből § és 7/ együttes eloszlása (jelölése Pi-) és § 
eloszlása (P:--)? Terjesszük ki az együttes eloszlás fogalmát tetszőleges véges számú valószínűségi változóra! 


" 
2 


1.4. 2.1.4. Függetlenség 


Legyen § és 7/ együttes eloszlása a 2.3-ban megadott. § és "7 függetlensége a következőt jelenti: az, hogy 
felvesz valamilyen :r értéket, nem befolyásolja annak az esélyét, hogy "7? valamely y értéket vegyen fel. 


2.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy § és 11 független, ha 


FE sz díj y) a Pieces iPige u) 85, 1 ÉN [Ar JARTSNBB 


a 
fJ 


A G15E2y- seg Sün valószínűségi változókat páronként függetleneknek nevezzük, ha közülük bármely kettő 
független. 

A E15E25- sea Sün valószínűségi változókat (teljesen) függetleneknek nevezzük, ha 

(2.4) Pitt s tits s Zkasrssrán S Fi) s Fil s zajtita szab" TIÉn STial 
teljesül minden Fkt : tr ts Tkn-re a valószínűségi változók értékészletéből. 


2.3. Feladat. Legyenek 851 : : : : : Cn függetlenek. Lássuk be, hogy ekkor 81: : : : : ün bármely részrendszere 15 
független! 


hi 
2 


2.6. Definíció. Valószínűségi változók egy tetszőleges rendszerét függetlennek neveztünk, ha bármely véges 
részrendszere független. 


í 


2.7. Megjegyzés. A definícióból adódik, hogy valószínűségi változók tetszőleges 15: i elj családja akkor és 
csak akkor független, ha az általuk generált teljes eseményrendszerek (Elf). ie It családja független. 


2.8. Tétel. Ha §1 : : . : : Cn független diszkrét valószínűségi változók és W1: : : : : (n valós függvények, akkor az 
m — gil§1). . . .. mm — gnlfn) valószínűségi változók is függetlenek. 


1.5. 2.1.5. A konvolúció 


Legyenek § és "7 független valószínűségi változók F (5 — ri) —pi, Pln—wi) — ai, i1— 1, 2, . . . eloszlással. 


Ekkor a ( — § 1 77 eloszlása 


(2.5) PC — s] zi b PlE — Ér ar r ZETT Wrn) szzzi 9 Pn Ürri : 


Tatum az É áz fin. sar 
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Ha § éz — £ 1- ngész értékeket vehetnek fel, azaz Pif —n]) — Bn, P(ln—m) — dm, ahol r.m — 0. 41. 42. . . ., 
akkor -ra 


(2.6) sz Plc—k)— d Ppjgp-j. kzŰ-tl. 42... 


Ha § és 11 csak nemnegatív egész értékeket vehetnek fel, akkor 
k 
a s PCs ke BD; Muzás MENT 2 sas 
3-0 


2.9. Definíció. A 2.5-2.6 által meghatározott 51: mennyiségeket (azaz § eloszlását) a IBn 1 és tm! eloszlások 
konvolúciójának nevezzük. 


2.5. Példa. Legyenek £ és "7 független rr1, illetve "2 rendű és F paraméterű binomiális eloszlású valószínűségi 
változók, azaz 


PIZ cgi (Ja — pjn, 370l.... ni. 
J 


Pin 7-1 — (ea — pj"2- 1-0.1.....na. 


Ekkor £ — § 4 "7-ra 


P(C—k)— d Plf— i)Pln—k— j) — 
J 


MEN d d d: kfí1 — mirtitn2—k (Jee e mn)7— 
— y : .1p"( p! e pt (2) i 
Eg k 


ahol n — ri 1 Tiz. Így a konvolúció is binomiális eloszlású. Az utolsó lépésben az ismert 


2 7 — Mé Ko) 


összefüggést (az ún. Vandermonde-konvolúciót) alkalmaztuk. Az összegzés minden esetben olyan J-kre terjed 
ki, melyekre d £k— 7 E naésÜ S g 5 ni. 


ah 


Tekintsünk egy A kísérletet, és ezzel összefüggésben egy ? valószínűségű A eseményt. Ismételjük meg a 
kísérletet r1-szer, egymástól függetlenül. Jelölje £x annak indikátorát, hogy az A esemény a k-adik kísérletben 
bekövetkezik. Ekkor £x Bernoulli-eloszlású: 


Plfx—-11—p, F(ítk—0)—1— gp. 


A €1.5Ü25 ses Sn valószínűségi változók függetlenek és egyforma Bernoulli-eloszlásúak. Ha § jelenti az A 
esemény bekövetkezései számát az ri ismétlésből, akkor § — §1 1" tén. Mivel § n-edrendű P paraméterű 
binomiális eloszású, így a következőt kaptuk. 


2.10. Tétel. nm darab független, F paraméterű Bernoulli-eloszlású valószínűségi változó összege n-edrendű, P 
paraméterű binomiális eloszlású. 


Tekintsük megint a K. kísérlet független ismétléseit és a F valószínűségű A esemény bekövetkezéseit. Jelölje 771 
azt, hogy az A hányadik ismétlés során következik be először, 772 azt, hogy az első bekövetkezés után hányadik 
lépésben következik be újra A, 7/3 azt, hogy a második bekövetkezés után hányadik lépésben következik be újra 
A, . . . Nyilván 771 . 772 . . . . független elsőrendű negatív binomiális eloszlású, 77 — Ti -t "" " Tt Tin pedig n-edrendű 
negatív binomiális eloszlású. Ebből adódik: 
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2.11. Tétel. nm Aarab, azorms P paraméterű, független, elsőrendű negatív binomiális eloszlású valószínűségi 
változó összege -edrendű, paraméterű negatív binomiális eloszlású. 


Gyakorlatok 


1. Adjunk meg két olyan valószínűségi változót, amelyek különböznek egymástól, de eloszlásuk megegyezik! 
(Akkor mondjuk, hogy a $§ és "7/ diszkrét valószínűségi változók eloszlása megegyezik, ha 
Pif — r) — Fln — Tr) minden x € R esetén.) 


2. Legyen adott egy P1:P2: . : . eloszlás és az T1:T2: . . . páronként különböző számok. Adjunk meg olyan § 


valószínűségi változót, melyre FIS — ri) — pi.1 — 1. 2. . . .! 


3. Igazoljuk, hogy egy A és egy A paraméterű Poisson-eloszlás konvolúciója (A-t 4) paraméterű Poisson- 
eloszlás! 


4. Mi a lottón kihúzott öt szám közül a legkisebbnek az eloszlása? 
5. Legyen £ geometriai eloszlású: 

P(t—k)—p(íl—pj"7!, k—I.2.... 

Lássuk be, hogy § örökifjú, azaz 

PiéE—ktm [ €£5k)j— Fit—mj, k.m a 1.2... . 


6. Legyen £ pozitív egész értékű valószínűségi változó. Vizsgáljuk meg, hogy a £ örökifjú tulajdonságából 
következik-e, hogy § geometriai eloszlású. 


7. Egy gép P valószínűséggel gyárt jó, l— p valószínűséggel selejt terméket. Adjuk meg két egymás utáni 
selejt között gyártott Jó termékek mennyiségének eloszlását! Adjuk meg a tiszta selejt szériák hosszának 
eloszlását 15! 

Ellenőrző kérdések 

1. Mit nevezünk diszkrét valószínűségi változónak? 


2. Mikor mondjuk, hogy § hipergeometrikus-, binomiális-, illetve Poisson-eloszlású? 


3. Mikor mondjuk, hogy § és "7 függetlenek? 


2. 2.2. Diszkrét valószínűségi változók várható értéke 


2.1. 2.2.1. A várható nyeremény 


A szerencsejátékokban a nyeremény pontos nagysága nyilván nem látható előre. A játékosok azonban legalább 
annyit szeretnének tudni, hogy számukra kedvező vagy kedvezőtlen-e a játék. 


2.6. Példa. Dobókockával dobva annyit nyerünk, amilyen számot dobtunk. Ekkor a nyeremény átlagos értéke: 


LEHA PET BEŰ ge 
A S adag, 


Ha azonban hamis kockával játszunk, például olyannal, amelynél a 6-os dobás esélye 1/4, az 1-es dobásé 1/12, a 
többié 1/6, akkor az átlagos nyeremény nyilván nagyobb lesz. Ekkor az 


I I I 
szdsz Ses BENI 


s25k 6 új 4 


s 


e 

bal Hu 
ml 
ml. 


súlyozott számtani középpel érdemes a várható nyereményt jellemezni. 


ah 
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2.12. Definíció. Azt mondjó,  PeTp a Pk — Piece 5). k — 1.2... . eloszlású § valószínűségi változónak létezik 
k 


véges várható értéke, ha a sor abszolút konvergens. Ekkor az 





számot a § várható értékének nevezzük. 


2.13. Megjegyzés. (1) £ várható értéke a § által felvett értékek súlyozott számtani közepe. A valószínűségi 
változó a várható értéke körül mutat véletlen ingadozást. 


(2) A 2, PkTk sor abszolút konvergenciája biztosítja, hogy a várható érték az Xk-k sorszámozásától független 
véges szám. 


2.4. Feladat. (1) Adjunk példát olyan £ valószínűségi változóra, amelyre a 2, PkTk gor divergens, illetve értéke 
1-oo vagy —oc! (Ha § értékkészlete véges, akkor ezek nyilván nem fordulhatnak elő.) 


(2) Adjunk példát olyan valószínűségi változóra, mely a várható értékét nem veszi fel értékként sohasem! 


" 
1—i 


2.7. Példa. A 
P(t—k)— ea" rk]. k—Ü,1.2.... 


Poisson-eloszlású § valószínűségi változó várható értéke az alábbi módon számítható ki: 


CAT a ALATT A A 
Ef — 9 kr 7 ( A zegyáa A:€77-A 
k—Ü ke : 
és hö A" /k! 
Itt az k—Ü összefüggést alkalmaztuk. 


2.14. Tétel. Legyen € eloszlása Pr — P(f —k]. k— 1.2. ... Legyen f : RG R és n — f(8). Ekkor 


Er — pa BEÍÜTk). 
k—i 
feltéve, hogy az egyenlőség valamelyik oldalát definiáló sor abszolút konvergens. 


A következő tétel a várható érték és a valószínűségi változókon értelmezett műveletek kapcsolatát mutatja be. 


2.15. Tétel. 4 várható érték lineáris funkcionál (a véges várható értékkel rendelkező valószínűségi változók 
terén). Részletesebben, ha ES és Én létezik és véges, c konstans, akkor 


ES 4 1) is létezik és véges, és E(G tn) — Eft En, 


Elet ) is létezik és véges, és EleS ) — cES. 


2.16. Következmény. Ha a §1 : : : : : ün valószínűségi változóknak létezik véges várható értékük, és €1: : : : : Cn 
konstansok, akkor 
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£ Ser F...Féyen § ési -edrendű P paramégé; — p:1-1-(1— mp) :0 — pEkkor a; 2.10 [25] Tétel alapján 
, ahol — Bernoulli-eloszlású. minden -re. Ekkor 
ES — ES -- - - - 1- EZ, — np. 


Az eredmény úgy interpretálható, hogy ha egy esemény átlagosan a végrehajtások "-edrészében következik be, 
akkor n végrehajtásból átlagosan "P-szer következik be. 


ák 
Vizsgáljuk meg a várható értéket negatív binomiális eloszlású valószínűségi változók összegére 1s. 


2.9. Példa. Legyen § r-edrendű P paraméterű negatív binomiális eloszlású. Ekkor § — §1 1 """ 1 §r, ahol 
C1lgrssg Úr elsőrendű negatív binomiális eloszlásúak (2.11 [26]. Tétel): 
P(£:;:—1-4k)—pí1l—n])", k—Ü,I.... 


a a 


EZ: — 9 (k TTe 1lip(1 7 p)" -p 9 (k Tr 11 öm p)" e 
f—( k-Ü 


sp s M-myeg E) —- E — szd 


f-—(1 B FE B 


(A számolás során azt használtuk ki, hogy konvergens hatványsor tagonként deriválható.) A fentiek alapján 
ES —r/p. Az eredmény úgy interpretálható, hogy ha egy esemény valószínűsége P, akkor átlagosan 1/p.szer 
kell elvégezni a kísérletet ahhoz, hogy az esemény egyszer bekövetkezzék, továbbá T/P-szer ahhoz, hogy r-szer 
következzék be az esemény. 


ak 
2.2. 2.2.2. A várható érték és a függetlenség 


2.17. Tétel. Ha § és "I független valószínűségi változók, EZ és Én létezik és véges, akkor Elém is létezik és 
véges, és 
Elém) — EMEn. 


Bizonyítás. Ha E(£11) létezik és véges, akkor 


2.) Elém) — JÉ. 9 ran FE — Te.nz 1). 
.k o d 
A függetlenség miatt 
E(ér) s pó. Trey PlZ — Tr) P(ln — 11) — 
ko 1 


ms a TrP(E — Tr) a 4 Finn — 1) — EMEn. 
Fk 


t 


Viszont Elf) létezik és véges, hisz Ef és Ér végességéből következik a 2.7 alatti sor abszolút konvergenciája. 
Ez utóbbit lényegében az előző levezetés Tr 4 helyett ITkllyil-re történő elvégzésével láthatjuk be. 


Gyakorlatok 


1. Egy szabályos érmével dobunk. Fej esetén 1 Ft-ot nyerünk, írás esetén 1! Ft-ot vesztünk. Ekkor a nyeremény 
várható értéke 0. Ezt a játékot nem igazán ! lérdemes" játszani. Adjunk példát olyan játékra, amelynél a 
nyeremény várható értéke 0, valamilyen szempontból mégis ! lérdemes" játszani, illetve olyanra, amelynek 0 
a várható értéke, de egyáltalán nem ( lérdemes" játszani! 






































2. Dobjunk fel egy kockát háromszor egymás után! Jelölje § a dobott számok összegét. ÉS —? 
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3. Bizonyítsuk be, hogy ha § 7 Ü, akkor ES 7 Ú! 

4. Bizonyítsuk be, hogy ha § 7 0 és ES — Ü akkor F (§ —0)— 1! 

5. Bizonyítsuk be, hogy ha IS] £ Inlés Erj létezik és véges, akkor Ef is létezik és véges! 

6. Bizonyítsuk be, hogy ha F IS — e) — l akkor Ef — c. 

7. Számítsuk ki a binomiális eloszlás várható értékét közvetlenül a várható érték definíciója alapján! 


8. A várható érték definíciója alapján közvetlen számolással igazoljuk, hogy a hipergeometrikus eloszlás 
várható értéke "7? M/N 











9. Egy játékos a pénzfeldobásnál úgy játszik, hogy mindig a !!fejre"?" fogad. Ha nem nyer, akkor duplázza a 
tétet, és az első nyerésnél abbahagyja a játékot. Mennyi a nyereményének várható értéke? 





10. Legyen § Poisson-eloszlású. Határozzuk meg L/(£7 4 36 -- 2) várható értékét! 

11. Tegyük fel, hogy EG" ht ES — 2E6" Bizonyítsuk be, hogy § csak 0 vagy 1 értéket vehet fel! 
Ellenőrző kérdések 

1. Mi a várható érték definíciója? 

2. Mit jelent az, hogy a várható érték lineáris funkcionál? 


3. Mikor igaz, hogy Elém) — EME? 


3. 2.3. A szórás 


3.1. 2.3.1. Az ingadozás mértéke 


A várható érték önmagában nem tökéletes jellemzője az eloszlásnak. 


2.10. Példa. Egy érme feldobásához kapcsolódva kétféle játékot tekintsünk. Mindkét esetben nyerünk, ha fejet 
dobunk, és vesztünk, ha írást, csak a tét különbözik: az első esetben 100 Ft, a második esetben 100000 Ft. Az 
első játékot €, a másodikat "77 írja le: P(S — 4100) — 1/2. P(x — 4100000) —1/2. A nyeremény várható 
értékét tekintve a játékok nem különböznek egymástól: ES — En —Ü. A második játékot azonban csak a 
kockázatot kedvelők választanák, ott sokat lehet nyerni, de veszteni 15. A két játék közötti különbség abban van, 
hogy a második esetben a nyeremény értékei nagy ingadozást mutatnak, azaz nagyon szóródnak a várható érték 
körül. 


ah 


Hé 


2.18. Definíció. Legyen £ valószínűségi változó, tegyük fel, hogy AA — m létezik és véges. A 





mennyiséget (feltéve, hogy véges) § szórásnégyzetének nevezztük. A szórásnégyzet pozitív négyzetgyökét pedig 
szórásnak hívjuk: 


A szórás a § ingadozásának mérőszáma. A szórás a valószínűségi változó értékeinek a várható értéktől való 
átlagos négyzetes eltérése. Technikai okokból a szórásnégyzettel gyakrabban dolgozunk, mint a szórással. 
a 


2.5. Feladat. (1) Adjunk példát olyan §-re, amely esetén ÉS létezik, de D7§ — ov! 


(2) Mutassuk meg, hogy Elf—m)j—-0 (azaz a szórást nem lehetne ilyen egyszerűen definiálni)! 
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Fi 
L3 


2.19. Tétel. Ha Méz z. 00 akkor 


(2.9) 





(ahol E2£ az (EL) rövid jelölése). 


Bizonyítás. 

sza TI 7 kr sar -T F. ri sza EN 7 iz TT sa ZNI 7 ri 5] ETI sza TI 
it — Ell — in) — EE" — 2me tk ma") — EE" — 2znEt 4 m" — EG" —2m  tin — EE — Et. 
HI 


A szórásnégyzetet az alábbi módon számolhatjuk kt. 


2.20. Tétel. Ha éz 5. Da akkor 


(2.10) 





illetve 
é 19 kESS a p 
(2.11) Né — Da önTn TV, 


ahol m a § várható értéke, Pn pedig a § eloszlása: F ig — Tn) — ön n7-l,2,... 


Bizonyítás. Alkalmazzuk a 2.14 [27] Tételt 2.8-ra, akkor kapjuk 2.10-et, illetve 2.9-re, akkor kapjuk 2.11-et. 


HI 
Megjegyezzük, hogy az ES", ill. Elf — ES)" mennyiségeket k-adik momentumnak, ill. k-adik centrált 
momentumnak nevezik (Fk — I. 2. . . .). A kiszámítás 





alapján történik. 


A magasabb rendű momentum létezéséből és végességéből következik az alacsonyabb rendű létezése és 
végessége; fordítva azonban nem. 


A várható érték az első momentum, a szórásnégyzet pedig a második centrált momentum. 


2.11. — Példa. (ID A 210 [29] példában  D7§— 1007 : 1/2 7 (—100)7 . 1/2 — 107 
Dén — 100000£ . 1/2 -- (—100000)2 . 1/2 — 1010 


(2) Legyen § Poisson-eloszlású. Ekkor 


HEZ — §7 ja a e § ..B — e—A 9 ( cell E M 

vk " (k—1 868 (k — 1)! 
k7-ü k—1 " k—-1 
. me 4k—2 se 4k—1 . . 

— Ae a (KED 7] -k Ag" pa TE-TI TT! — 4e7tet -k Ae et — AZ TF A. 
kez VT ei(k— 1 

Innen és a 2.4 [27] példa alapján 

De — ES? — Ef —M3HA— XM A 
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3.2. 2.3.2. A szórás tulajdonságai 


Az alábbiakban szereplő valószínűségi változókról feltesszük, hogy véges a szórásuk. Először az ún. Steiner- 
formulát adjuk meg. 


2.21. Tétel. Tetszőleges a valós számra 

(2.12) DE — E(€ — a) 
(2.13) ElE — aj 5 De. 
2.13-ban akkor és csak akkor áll fenn egyenlőség, ha a — ES. 

A bizonyítást az olvasóra bízzuk. (2.12 a várható érték linearitásából, 2.13 pedig 2.12-ből adódik). 

2.13 jelentése a következő: az ingadozásnak a szórásban 1s testet öltő mérőszáma, azaz ún. legkisebb négyzetes 
eltérés értelmében éppen a várható érték az a szám, amely leginkább £ középértékének tekinthető, tehát amelytől 
való ingadozás a legkisebb. 


2.22. Tétel. De z Üü. De — Ü akkor és csak akkor, ha F (£ — EL) —1 


Bizonyítás. Mivel D7§ — Elf — m)ő és (§— mm] 20 így DS 2 0. Továbbá D9§ akkor és csak akkor 0, ha 
P((lt — mj)? — 0) — l azaz Plf— m)j—-l 


HI 
Az 15 nyilván igaz, hogy D7£ — 0 akkor és csak akkor áll fenn, ha § 1 valószínűséggel konstans. 


2.23. Tétel. Bármely a.b € E esetén 


D7 (af -k b) — at 





Bizonyítás. Elat 4 b) — am - b miatt D"(at 4 b) — E(lat 4 b) — lam 4 bi)? — Eat(£ — mm)? — at 
Hi 
2.24. Tétel. Legyenek 51 : : : : : in páronként független valószínűségi változók. Ekkor 


D(t1 h...hé)— Bt H-P E. 


Bizonyítás. Csak n — 4 esetén végezzük el az állítás igazolását. 


2.12. Példa. a) Legyen §1 Bernoulli-eloszlású: F (1 —1)—p Piti —0)—1— Pp. Ekkor 


z] 


EZT - vé B -- né s (1 — p! 7 B. Dei s EZT E/ti — pH-—-— p kemi p(l - p! 


a 
a a: 


b) Legyen £ binomiális eloszlású: 
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Pit eke (Jr (1 — pe, k-Ü.... T. 


Ekkor § — fi 4 ::" Tin, ahol 81. : . . : fn független Bernoulli-eloszlásúak. Így 
De — D/t 1... 4 Déz, — npíl — p). 
ák 


2.25. Definíció. Legyen 0 — D7§ — cc, A § standardizáltján az 

n— (£— Ef)/Dé 

valószínűségi változót értjük. Ha 11 a § standardizáltja, akkor En — Ü és Dy-1 

3.3. 2.3.3. A Csebisev-egyenlőtlenség 

A szórás segítségével felső korlátot adhatunk a várható értéktől való eltérés valószínűségére. Ez a Csebisev- 
egyenlőtlenség lényege. A Csebisev-egyenlőtlenség bizonyítását a Markov-egyelőtlenségre támaszkodva 


végezzük el. 


2.26. Tétel. (Markov-egyenlőtlenség) Legyen "1 nemnegatív valószínűségi változó, ő - 0 rögzített szám. Ekkor 





Bizonyítás. A következő egyenlőtlenségek érvényesek: 


Ey— 9 wPln—wujz d  wPln—w)2 


1 ta:u2ől! 


ző a Plin2 w)—öőFín ző). 


2.27. Tétel. (Csebisev-egyenlőtlenség) Tegyük fel, hogy M£ c ca Ef—mésezü tetszőleges. Ekkor 





Bizonyítás. Legyen "/ — (fg — 9 ő — 57. Alkalmazzuk a Markov-egyenlőtlenséget! 
HI 
Gyakorlatok 


1. Számítsuk ki a binomiális eloszlás szórását 2.11 segítségével közvetlenül (nem a Bernoulli-eloszlásra 
visszavezetve)! 


2. Igazoljuk, hogy a hipergeometrikus eloszlás szórásnégyzete 


I M M n— 1] 
De—-—n—[1——)[1- 
Kál ( 59 ( NE 1) 


2 e ; Tf V-A rr 

3. Igazoljuk, hogy az elsőrendű negatív binomiális eloszlás szórásnégyzete 781 — (1 —p)/p". Az r-edrendű 

negatív binomiális eloszlású £ -t független elsőrendűek összegeként előállítva, bizonyítsuk be, hogy 
Dr — ríl — pie? 





4. Egy szabályos kockával egymás után háromszor dobunk. Jelölje § a hatos dobások számát. ES —!, DE —? 
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5. Igazoljuk, hogy a magk — 7 — (dű jel" — og végesseg[e]" - ocetkezik az alacsonyabb rendű végessége az 


él £ lérteldél 5 1 Ha ÉS , akkor . (A bizonyításnál külön-külön vizsgáljuk a 
és a részeket.) 
aj e 19 — 81 38 2 ai pr o r , LNN A ARNNELAÉNÓ 
6. Mennyi a várható értéke és szórásnégyzete a Pit Kh— ERf k—1,2,3,4,5 eloszlású valószínűségi 


változónak? 
Ellenőrző kérdések 
1. Mi a szórásnégyzet jelentése? 
2. Hogyan számoljuk ki a szórásnégyzetet? 


3. Mit állít a Csebisev-egyenlőtlenség? 


4. 2.4. A korrelációs együttható 
4.1. 2.4.1. A kovariancia 


A szórás tulajdonképpen a § és az Ef távolsága, a J$§ kifejtése nyilvánvaló analógiát mutat az euklideszi 
távolsággal. A kovartancia pedig a belső szorzat megfelelője lesz. 


y eF [d , r mr or e r , WA 7 san WA zt jerk zi Hi si , 
2.28. Definíció. Legyen § és 71 valószínűségi változó, PS — oo, In zoo, EZ — me Ég —-— mg, A § és 7 
kovarianciáján a 


(2.14) covíg. ng) — EI(4 — melly — ma) 





mennyiséget értjük. 

A definícióból közvetlenül adódik, hogy 
Dé£ — cov(é, €). 

A kovarlancia kiszámítását segíti a 


(2.15) covit. n) — Elfn) — mem 


Nm 


képlet, amely a várható érték linearitásából következik. Ha pij — F (6 — my —w) ij — 1.2... jelöli § és 7/ 
együttes eloszlását, akkor 


covi ve 2. "E re) ] ÉKES rgDzg 
illetve 


cov( s EAT Me" TT 


azonnal adódik 2.14-ből, illetve 2.15-ből. 
2.29. Tétel. Ha D"§ — ov, DÍ ov, továbbá § és m függetlenek, akkor £09v (6.7) — 0. 


Bizonyítás. Elfy) — EfEn alapján 2.15-ből adódik az állítás. 


HI 
Az állítás megfordítása nem igaz, amint az alábbi példa 15 mutatja. 


2.13. Példa. Legyen § és 77 értékkészlete — 1. 0. 1-1, együttes eloszlása 
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P(£ —0.n— —1) — Pit — 0, — 1-1) — 
— Plt — —1.y— 0) — P(f — 31. .n— 0) — 1/4. 


A kontingencia táblázat: 


4 47 

—1 
0 117 
l 

jö 





EZ — Ey — (—1) -1/40.-1/241.-1/4—0. 

Elém) — (—1) : (—1) "04 (—1) :0-1/44(—1) : 1 . 0-7 

HO: (—1) -17/440.0-0-40-1.1/4-41.-(—1) -041.0.1/441.1-0—0 
(ez a kontigencia táblázatból könnyen adódik). Így €0v (6.7) — Ü. Viszont 
P(t—0y—0) —0£ s : z — P(l£ — 0) : Pi — 0]. 

azaz § és 17 nem függetlenek. 


ah 


2.30. Tétel. 4 kovariancia bilineáris funkcionál. Részletesebben: ha Dé 00, Dr c o0, 
i— l.....n, akkor 


COV 93 bit; . hi egi a 4 bc; covlé; . my ). 


a7-1 1-1 7-1] 


Bizonyítás. Elegendő belátni, hogy covlct 7) — ecovíf , m) és covlfi F fa. nm) — covifi. 7) H covida. 


közül az első nyilvánvaló; a második: 

cov(fi Hé. g) — Ellfi 4 §2 — Ef — Ef2) :- (n — En)] — 

— El(£1 — Ef )(n — En) HF Ell(é2 — Ef2)(n — En] — cov(£1 . 9) F covif2. 1) 
Hi 


4.2. 2.4.2. A korrelációs együttható 


bi. c; E BE ; 


7). Ezek 


Két valószínűségi változó közötti kapcsolat szorosságát kifejezhetjük a korrelációs együtthatóval. A korrelációs 


együttható lényegében két vektor által bezárt szög koszinuszát jelenti. 


2.31. Definíció. Legyen Ü —  D7£ Dén £ ov, A § és "1 korrelációs együtthatóján a 





mennyiséget értjük. Ha corr(f. 1) — Ü akkor §-t és 11-t korrelálatlanoknak nevezzük. Ha § és" függetlenek, 


akkor korrelálatlanok, de ez fordítva nem igaz. 
2.32. Tétel. a) C0IT S.) értéke mindig —1 és --1 közé esik. 


b) leorr(§ . 1) — 1 akkor és csak akkor, ha valamely ü F Ú és 4 valós számokra 
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[2.16] t—-antb 
teljesül 1 valószínűséggel. a — (), illetve a z Ü aszerint, hogy corr(€. m) — I, illetve corr(f. n) — —1 


Bizonyítás. 58 En § —(£— EM/DS , illetve 7 — (7 — En)/Dm a € és az m standardizáltja. Ekkor 
TM 


corr(t , m) — covié" 1). Másrészt 


í — zi um F "a a y 2 Tr szüz 7 .] í Fi si 
(2.11) 0-2 ElEt tri! -Dt ta covlé HU —2-t écorrit. ri]. 


Innen adódik, hogy —1 £ corri§.m]) £ 1. 


Másrészt corr(f. 1) — 1 kinjset és csak akkor teljesül, ha 2.17-ben egyenlőség áll fenn §" — "7 -vel, azaz 
E(6 — a)" — 0 Innen €" — 1 1 valószínűséggel, azaz 


— (D£/Dm)n — (D£ /DnjEn - Et 


Tehát 2.16 fennáll a — DS/Drn és b — ES — [DE/DnjEr választással. A COTTÍG. nm) — —1 eset hasonlóan 
kezelhető. 


4.3. 2.4.3. Valószínűségi vektorváltozók 


Fr eF íé íé í , y Yo or . r r MESE ! T e ., 
2.33. Definíció. Legyenek 51: 52: : : - : sn valószínűségi változók. Ekkor a § — (81... .€n) n-dimenziós vektort 
valószínűségi vektorváltozónak nevezzük. (Itt T a transzponálás jele.) A 


Bky...kn — P(Ei — Tkysstssg Ég — Tk, ) 


számokat a § eloszlásának nevezzük (itt Tk; végigfut ti értékkészletén). § eloszlása nem más, mint 
komponenseinek együttes eloszlása. 


§ várható érték vektorát koordinátánként képezzük. A § szórásmátrixa (kovariancia mátrixa) a € oviá:. §j) 
elemekből álló nm x r-es Var(£ ) mátrix. A € §, az ES vektorok és a vari § ) — covl£.§) mátrix struktúrája: 


£1 EL: covlfi:€1) ...  covlfi.€n) 
86—[: [. Ef—i : [. varláj — 3 

Én ELÉ CV ÉSA ti] 44 a CV (En , br ) 
2.14. Példa. Legyen a 81: 82: : . : : £r valószínűségi változók együttes eloszlása polinomiális eloszlás: 

3 ri! E I 
Zlti mu KR t , — kk. — — nő... Fe 
FÉLE Bigeses Szál kill: k! di 
ek én kite tkosn Üzp cl pit: pr — Il. Ekkor §; binomiális eloszlású Pi: paraméterrel, 
így Bé; — — npi és Bé — np:(1 — pi), Meghatározható $§: és 8 együttes eloszlása is. $1-re és £2-re felírva: 
; ri! lo ke 

P(ta — ki. €2 — ka) — TTTTLá "pap 


ahol p — 1— pi —pz és k — n— ki — ka. 


ki ka 


szi 


Ír — 2)! 


—1 k:—1 k 
- — ni LTE — 1) Jpip?2 22 TETTE — TIT P1 1 pa: n — 


— n(ín — Upipalpi - pa bFpj — nin — 1)pi1pa. 
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ahol a polinomiális tételt alkalmaztuk. Ezek alapján £9Y (E: 63) — —npi Dj, 
nín FE lÍp: pi — TEDITÜ; / Hi B 


SÖGETE és [ e áz E — 
seek. vénpi (1 — pi) -npj(1—pg) — V—p0(1—p;) 


s og or Ta pp eF , . e .. , kk s .. kor 
ha? 7 J. A negatív korreláció természetes, hiszen egyik komponens növelése a másik komponens csökkenését 
vonja maga után. 


ak 
4.4. 2.4.4. A legkisebb négyzetes predikció 


Közelítsük 77-t a § valamely függvénye segítségével. Azt mondjuk, hogy fo if) azm legjobb predikciója 
(becslése, jóslása) (a legkisebb négyzetek elve szerint) valamely A függvényosztályra nézve, ha fo € A és 


E(n — fole) — min Elm — r(£) . 
TE 


Ha A a lineáris függvények osztálya, akkor legjobb lineáris predikcióról beszélünk. 


2.34. Tétel. Legyen Ü — De D/g € 00, Ekkor 1] legjobb lineáris predikciója a § segítségével: 


FEET 3 .Dn EZ -3ATT 
(2.181 n — corrié. n1— "-£ t Er — COTTÁLC . 17) — 1 a 
Lak LA 


Bizonyítás. A cél a 
ala. b) — Eln — (af -k AN — Er — ZaE(t rn) — 2bEm a Et? 3 ZabEt - b 


függvény minimalizálása. A parciális deriváltak: 


Ögla. b) 


fa 


2 


— —2Eltm]) -- Za Rt" t 2bEL , 


Ogla, b) 
db 





— —2En th Za ES - 2b. 
A fenti parciális deriváltak az 
a — covlt . ne, 


b — —akt 1 Er 


helyen 0-k, ami épp 2.18-nak felel meg. Mivel a második parciális deriváltakból álló mátrix 


így §-nek tényleg minimuma van. 

HI 

A 2.32 [34] Tétel alapján, ha €0fT (6.11) — tl, akkor a 2.18 közelítés pontosan "77-t adja. 

Gyakorlatok 

1. Feldobunk két szabályos kockát. Jelölje £ az első kockával dobott számot, 77 pedig a két dobott szám 
maximumát. Határozzuk meg § és 77 együttes eloszlását! Lássuk be, hogy Ef — 3.2; Én — 161/30 és 


covit, gy) — 105/72 


2. Egy szabályos kockát ri-szer földobunk. Lássuk be, hogy az 1-es és a 6-os dobások kovarianciája —7t/36. 
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3. cov(£. n]) — Üogy a Stés Tivalószínűségi változók mindegyike két értéket vesz föl. Bizonyítsuk be, hogy ha 
, akkor és független. 


4. Legyenek § és "7 független, Poisson-eloszlású valószínűségi változók 41, illetve Az paraméterrel. Lássuk be, 
hogy §-nek (S b mra vonatkozó feltételes eloszlása binomiális, azaz 


Plf—k]£tnynin]) (ee —pjF kE0....n. 


ahol F — A1/lAi b Az], 


HÉ 2 et 


5. Cauchy-féle egyenlőtlenség. Tegyük fel, hogy 4" 5 or, Haj" 2 00, Ekkor 
2. (Ta 


— NT ir 
Elén] £ vVESvEr. 


Egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha 181 és I"l lineárisan függőek. 


6. Legyen 81: : : : : ún polinomiális eloszlású. Lássuk be, hogy 
Ci/ VI ya egés vi ) 1 
KN s (ff — ai? nomátox VI! —Í./pI fon) ú ús 
kovariancia mátrixa "4 1, ahol ! az n x r1-es egységmátrix, ez ElssstesvEn! n-dimenziós 


egységvektor (T a transzponálás jele). 
Ellenőrző kérdések 
1. Mi a kovartancia definíciója és kiszámítási módja? 
2. Mi a korrelációs együttható definíciója? 


3. A korrelálatlanságból következik-e a függetlenség? 


5. 2.5. Nevezetes diszkrét eloszlások 


5.1. 2.5.1. A hipergeometrikus eloszlás 


Egy urnában M piros és N — M fehér golyó van (M -— N). Visszatevés nélkül húzzunk ki r (n —- N) golyót. 
Mennyi a valószínűsége, hogy a kihúzott golyók között k piros van? A kérdéses eseményt €--val jelölve 


MYV(rN—-M N I 3 I 
PICk) — ( ) ( j j ( kő . maxi0n—NtRMjEKkézminin, Mi 


k 


n—k 





adódik a klasszikus képlet alapján. Ezt nevezzük hipergeometrikus eloszlásnak. Ha § hipergeometrikus 
eloszlású valószínűségi változó, akkor a várható értéke: 


ni 
EE rök 


a szórásnégyzete: 


ír N — n M M 
mé£ — ."—(1——]. 
sw 1 ik 28) 





A P(f — k) valószínűségek növekvőek, amíg k meg nem haladja ín FIÁM HIJÁN 12) -t. Ha 
in 4 1(M 4 1)/(V 42) egész, akkor két maximumhely van: Fk — (m-t 1)(M 3-1)/(N 3-21—1 és 


2.1. ábra - A hipergeometrikus eloszlás N — 20, M — 12 és n — 6 esetén 
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0.4r 
0.35 
0.3 
0.25 
0.2 
0.15 
Ú.1 
0.05 
Ü 


Ü 1 2 3 4 9 


2.35. Tétel. Amennyiben N úgy tart a végtelenhez, hogy közben M /N Go p (ahol P € (0. [] ), akkor a 
hipergeometrikus eloszlás tart a binomiális eloszláshoz: 


MN(N—-MN /fN B 
11 s kr e n-k 
N-oc, NM gi ( k ) ( n—k j /( nr ) () Bt p) 


5.2. 2.5.2. A polihipergeometrikus eloszlás 


Legyen egy urnában r különböző színű golyó, az i-edik színből N;, t — I. . . . .r. Legyen N — Ni: 4 NI. 
Jelölje €k1...-.k. azt az eseményt, hogy ri-szer húzva visszatevés nélkül, az első színből F1. . . :, az r-edik színből 
k, adódik (Fi -k " "" -t És, — T1). Ekkor 


(2.19) 





ki — Ű, . . . , mint Ni .nyi—1,... To ki-bF-rbkrén. 
Az ilyen eloszlást polihipergeometrikus eloszlásnak nevezzük. 


5.3. 2.5.3. A binomiális eloszlás 


Egy urnában M/ piros és NM — M fehér golyó van ( M —z NN). Visszatevéssel húzunk ki n golyót. (A 
visszatevéses húzás azt jelenti, hogy kihúzunk egy golyót, feljegyezzük a színét, visszatesszük, ezután még 
egyszer húzunk, feljegyezzük a színét, . . .) Mennyi a valószínűsége, hogy a kihúzott golyók között k piros van? 
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A kérdéses eseményt Bk-val jelölve, a klasszikus képlet alapján 


(2.20) P(B)- (4)(5) ú N) . ksÜ I... .n. 


Ezt nevezzük binomiális eloszlásnak. 


5.3.1. Véges Bernoulli-féle kísérletsorozat. 


A binomiális eloszláshoz vezető kísérletet a következő módon általánosíthatjuk. Tekintsünk egy kísérletet és 
ebben egy A eseményt. Ismételjük meg a kísérletet r1-szer, egymástól függetlenül. Jelölje Br azt az eseményt, 
hogy az n végrehajtásból k-szor következik be az A esemény, £ pedig jelölje 4A bekövetkezései számát. 
P(B4) — P(£ — k) —? 


A háttérben levő valószínűségi mezőt a következő módon lehet megkonstruálni. Mivel csak az A és A 
bekövetkezését figyeljük, így a kiinduló Ú21,.F1.Pij) valószínűségi mező két elemi eseményre redukálható: 
121 — (0, 1f, 1 jelöli az A, 0 az A bekövetkezését. Fi 104—1—p.Fi111— p. A kísérlet n-szeri független 
végrehajtását az (821, Fi. .Pi) önmagával képzett ri1-szeres szorzata írja le. Ez a valószínűségi mező a 0-ákból és 
1-ekből álló m hosszúságú sorozatokból áll. Ha egy is sorozatban k db 1-es és n—k db 0 áll (pl. 
m —(1,1,...,1,0,0), ... 0], azaz az első k helyen I, a maradék n — k helyen 0), akkor Pia) —pó(1— pjt 
Br az összes olyan sorozatból áll, amelyben k db 1-es és n — k db 0 van. Egy ilyen sorozat valószínűsége (a 0- 


ák és 1-esek sorrendjétől függetlenül) pr (1— pp)" Összesen (4) számú ilyen sorozat van. Így 


(2.21) 





Ez a binomiális eloszlás általános alakja. 


2.2. ábra - p — 0.25, n — 10 esetén a binomiális eloszlás 
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0.25r 
0.2T 

0.159 
0.1 

0.05 


eg 2 3 4 5 6 7 8 9 


2.6. Feladat. a) A szorzat valószínűségi mező fogalma nélkül, csupán a függetlenség fogalmára támaszkodva 
vezessük le a 2.21 összefüggést! 


b) Vezessük le a 2.20 összefüggést a függetlenség felhasználása nélkül, csak arra támaszkodva, hogy mind az 
N" számú elemi esemény egyformán valószínű! 


A P(f —k) valószínűségek növekvőek, amíg k eléri azt az egészet, melyre 
Ínt1p—-1-kélnil1]p. 


utána pedig csökkenőek. Ha in - 1)p egész, akkor két maximumhely van: F — int 1p—-lésk— ln 1)p. 
p — 0.25. n — 10 esetén a Pif — k) valószínűségek a 2.2. ábrán láthatóak. 


Fi 
£3 


5.3.2. A Bernoulli-eloszlás. 


A véges Bernoulli-féle kísérletsorozatban jelölje $i az 1-edik kísérletben az A esemény bekövetkezései számát. 
Ekkor §: Bernoulli-eloszlású: 


Pifz—-1)—n, FiE:—0)j—1— gp. 


A kísérlet leírásából azonnal adódik, hogy a binomiális eloszlású § előáll § — §1 1" "" Tt $n alakban, ahol 
Clyss e, Cn független Bernoulli-eloszlásúak. 


5.3.3. A binomiális eloszlás jellemzői. 
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A momentumok: 
ES — nn. 
ES? — np- nin — 1). 


A szórásnégyzet: 


HA 


DE — npil — p]. 


5.4. 2.5.4. A binomiális eloszlás további tulajdonságai 


Ha §1 és £2 független, binomiális eloszlású valószínűségi változók "7t1.P, illetve 712.P paraméterrel, akkor 
£1 Tt §2 is binomiális eloszlású 711 - "12. P paraméterrel. 


A binomiális eloszlás standardizáltja aszimptotikusan normális eloszlású: 


7 np A 
E — si AN (0. L], ha ma 09. 
vnpil —p) 


Amennyiben n úgy tart a végtelenhez, hogy közben F úgy változik, hogy "p — A 7 Ü konstans marad, akkor 
viszont a határeloszlás Poisson: 


: 3 egi ÁT 
im  (  hpr(l1—pjrt — 5-2 kü0l,2 
n—coc np-k 4 A j k! 


Ha §1 és £2 független binomiális eloszlású valószínűségi változók "ti. PF, illetve 772: P paraméterrel, akkor $1 
feltételes eloszlása $1 - §2 — 71-re vonatkozóan hipergeometrikus: 


já ) 9 4) 


P(f — klf1 Fő —n) — TSAI 


5.5. 2.5.5. A polinomiális eloszlás 


Tekintsünk egy kísérletet és ehhez kapcsolódva egy teljes eseményrendszert: Ai .:.. . . Ar . Legyen 
pi — P(Ai) 5 0. ....pr— P(A)J50. Nyilván pit :::"tpr— 1. Ismételjük meg a kísérletet n -szer, 
egymástól függetlenül. Jelölje Bri....-.k- azt az eseményt, hogy az Ai esemény k1-szer, ..., az Ar Kr-szer 
következik be. Ekkor 





ahol ki 2 0.....kr 2 Ü éski-k-:-t kp En, 
2.15. Példa. A 2.21 képlethez vezető okoskodást általánosítva, igazoljuk a 2.22 formulát! 


ah 


5.6. 2.5.6. A negatív binomiális eloszlás 


Tekintsünk egy kísérletet, ebben egy F valószínűségű A eseményt. Ismételjük a kísérletet (független módon). 


Jelölje - AZ? azt az eseményt, hogy a A esemény r-edszerre a ik - rJ-edik ismétlésnél fordul elő. Ekkor 


k--r—1T 


(2.23) 
r—-] 





át -gy, eaDi2.... 


A várható érték: 
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Tr 


E 


12] 


§ 
Fay 
A szórásnégyzet: 


5 ríÍl— pl 
NE — ——/ HT ERSZÜ 
nm 


Ha §1 és §2 független, P paraméterű és ri, illetve rz rendű negatív binomiális eloszlasúak, akkor §1 182 P 
paraméterű, ri -T- r2z rendű negatív binomiális eloszlású. 


2.7. Feladat. Bizonyítsuk be, hogy a negatív binomiális eloszláshoz vezető kísérlet Pp 7 Ü esetén 1 
valószínűséggel véges sok lépésben véget ér! 


" 
2. 


A negatív binomiális eloszlás r — l esetén az ún. geometriai eloszlást szolgáltatja. 











A geometriai eloszlás Il lörökifjú" : 





P(£—t-klé 2) — p(l1 — p)F7 




















azaz ha : t-nél I Itovább él", akkor a t utáni élettartama ugyanolyan eloszlású, mintha a t időpontban ! Iszületett" 
volna. Ez a tulajdonság jellemzi 15 a geometriai eloszlást a pozitív egész értékű valószínűségi változók között. 








5.7. 2.5.7. A Poisson-eloszlás 


Legyen A - 0. A 





által definiált eloszlást, ahol A — Ú állandó, Poisson-eloszlásnak nevezzük. Nyilván Pk — Ú ésa 


s A" /k! — e? 


k—0 
képlet alapján 2.k-üPk — l Így a fenti számok tényleg eloszlást alkotnak. 


A Pl(f—k) valószínűségek növekvőek, amíg k eléri Al-t (egészrész), utána csökkenőek (ha A egész, akkor 
k — A — lés k — A esetén is maximum van). 


2.3. ábra - A — 2 paraméterű Poisson-eloszlás 
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0.25 
0.ér 

0.15 
0.1 

0.05 


A várható érték: 
EE — A, 
a szórásnégyzet: 


ME — A. 


Ha §1 és §2 független Poisson-eloszlásúak 41, illetve Az paraméterrel, akkor §1 1 §2 is Poisson-eloszlású Ai Az 
paraméterrel. 


Legyen $1 és £2 független Poisson-eloszlású 41, illetve Az paraméterrel. Ekkor 


si Ai k Ai rt— Hz 
Plfi —kléi tb — n]) — () íz ) (1 - art 7) ; 


DAL . . . 
azaz a feltételes eloszlás rn, 41442 paraméterű binomiális. 








A Poisson-eloszlás gyakran fellép véletlen elhelyezkedési problémákban. Figyeljünk egy N egyenlő részre 
osztott földterületet. n számú fűmagot hoz a területre véletlenszerűen a szél. Mennyi a valószínűsége, hogy egy 
részre éppen k mag esik? Ha feltételezzük, hogy a fűmagvak egymástól függetlenül érkeznek, és az WN 
területrész mindegyikére azonos valószínűséggel kerülnek, akkor binomiális eloszláshoz jutunk: 


(4.24) Úr (e (1—py kk. E7Üül on 
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ahol Pp — 1/N. Viszont a binomiális eloszlás, bizonyos feltételekkel, jól közelíthető Poisson-eloszlással. 


2.36. Tétel. Ha n — co úgy, hogy np — A - Ü konstans marad, akkor az ".P paraméterű binomiális eloszlás 
tart a A paraméterű Poisson-eloszláshoz. 


Bizonyítás. Beírva a 2.24 képletbe P — A/"-et: 


Ti 
k 


mivel (1— A/n)" — e 


kz 
Ja —pj7" (4) FH] (1 — 29 mi 
k ri ri 


k e LL — k Tt [E 
. A" n(ín— 1) o a aj] Hő] ag sek 


—k ri ri ri ri 





— A 


Gyakorlatok 


1. 


Bizonyítsuk be 1 17I545zm EKE KÉZRE meggondolásokkal és más úton 15), hogy a 2.19 képletbenben szereplő 
SAS állajá ós 2. PICri..kr) 1 j ahol az összegzés a 
k; — 0, . . . , min( N;.nt. 1—1,....r,ki-b:::-bk, — n számokra terjed ki. 


. Egy urnában AM piros és N — M fehér golyó van. Visszatevés nélkül húzunk. Mennyi a valószínűsége, hogy 


alk - l.edik húzásra jön ki először piros? 


. Határozzuk meg a binomiális eloszlás maximális tagját! 


. Egy tóban N hal van, ezek közül A1-et kifogunk, megjelöljük majd visszadobjuk őket. Néhány nap múlva 


ismét kifogunk A halat. 885 rá Un.N annak a valószínűségét, hogy ezek között n megjelölt hal van. Pn.N — —? 
Rögzített ri esetén melyik A — N(m-re lesz Pn.N maximális? (Mivel N ismeretlen, rn viszont a kísérlet 


elvégzése után ismertté válik számunkra, így Nin) az N becslésére használható: ín) az ún. maximum- 
likelihood becslése W-nek.) 


. Egy 2N fiúból és 2N lányból álló társaságot véletlenszerűen két egyenlő létszámú csoportra bontunk. 


Mennyi a valószínűsége, hogy a csoportokon belül azonos lesz a fiúk és a lányok száma ? 


. Négy dobókockát feldobunk. Mennyi a valószínűsége, hogy két 1-es és egy 2-es adódik? 


. Lássuk be az alábbi rekurzív összefüggéseket a hipergeometrikus eloszlásra: 


LN 5 MIN — M — 1) jözlls LN — M —n-t 1) 


h(Üj) — NIN—1]).:-.-(N-—nd1]) 


Mő4M—K n—-—k ; 
kti1 N—-M—nitkitl 

A — (MYVTN-MA VEN 
ahol h(k) H j íz ) [ rn— k ) fi i n) 
í) ra IN — M). 





hík 41) —hík) — Il. 2. . . . minín. M]. 


a hipergeometrikus eloszlás k-adik tagja (feltesszük, hogy 0 £ ME N, 


. Lássuk be a következő rekurzív összefüggéseket a binomiális eloszlásra: 


r— k p 


b(0) —(1—pj". 3 
0) —(1—p, Ti Ta 


k—Üü l 2... .n. 








Tt o rmtokt r— kk 
ahol lk) — (ej — NT , binomiális eloszlás k-adik tagja. 


. Oldjuk meg az előző feladatot Poisson-eloszlás esetén Is: 


A ; 

— A 

T — 8 jé a . — mú a. k ezen Ü. 1. 2 
Pn — t Pk-H1 — Bk ki1 
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erk ; MRNYENNÉS 
ahol FF — Ir" a Poisson-eloszlás k-adik tagja. 


10. Ábrázoljuk (számítógépen) a hipergeometrikus, a binomiális és a Poisson-eloszlás oszlopdiagramját 
különböző paraméterek esetén! Használjuk az előző feladatok rekurzív képletett! 


11. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben a F."t paraméterű binomiális és az NM. M.n paraméterű 
hipergeometrikus eloszlást, ahol M — pY. Figyeljük meg a konvergenciát, ha N — cc. 


12. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben a A paraméterű Poisson- és a P.7t paraméterű binomiális 
eloszlást, ahol "Pp — A. Figyeljük meg a konvergenciát, ha n — cx. 


13. Egy 10 méteres wolfram szálban átlagosan 5 hiba van. A szálat 6 cm-es darabokra vágjuk, melyekből 
1zzó-spirált készítünk. Várhatóan hány hibátlan ízzó-spirált kapunk? 


Ellenőrző kérdések 
1. Melyik eloszlás írja le a visszatevés nélküli és melyik a visszatevéses mintavételt? 


2. Milyen feltételek esetén lesz a binomiális eloszlás határeloszlása a Poisson-eloszlás, és milyenek esetén a 
normális eloszlás? 


3. Mi a kapcsolat a Bernoulli- és a binomiális eloszlás között? 
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1. 3.1. Valószínűségi változók, eloszlások, 
eloszlásfuggvények 


1.1. 3.1.1. A valószínűségi változó fogalma 
Olyan véletlen mennyiségekkel foglalkozunk, melyek nemcsak megszámlálható sok értéket vehetnek fel. 


3.1. Példa. Dobjunk egy pontot véletlenszerűen az la, b] intervallumra (a z bh). Jelölje S a pont helyét. Legyen 
ryeR rzyPte ir. y])-t szeretnénk meghatározni. A valószínűség geometriai kiszámítási módja alapján 


Pif € [r.y]d— Ala, 6] n [z.y]4/(b — a). 
ahol A a Lebesgue-mérték (azaz az intervallum hossza). 


ah 


A fenti példában szereplő § ún. egyenletes eloszlású valószínűségi változó. Természetes igényként merül fel, 
hogy minden véletlentől függő mennyiség esetén meg tudjuk mondani, hogy milyen valószínűséggel esik bele 
egy rögzített intervallumba. Az alábbi (3.1) feltétel ezt garantálja. 


Legyen 42, F.P) egy valószínűségi mező. A § : 411 — E leképezést valószínűségi változónak nevezzük, ha 
bármely rögzített r € R esetén 


(3.1) (ua : El) erb e F. 


A fenti feltétel azt jelenti, hogy azon us elemi események halmaza, melyekre ku) cz legyen esemény (azaz 
beszélhessünk a valószínűségről). Ezen egyszerű feltételből már adódik § számos fontos tulajdonsága. 


, e rr éa ho, r nm , í — 1 . ..1" Ét , e. , , 
A továbbiakban tetszőleges § : 416 E és B € E esetén £ (B) jelöli a B § általi inverz képét: 
£-(B) — [w efM:tíw €Bh. 


) 


[d —1 j Í É . , . 17 
azaz § 18] azon w-k halmaza, melyeket § B-be visz. Más jelöléssel 


mM 


B) — [u : tlw) € By—€7 (B). 


és 


Ezzel a jelöléssel 3.1 éppen a 8 —" ((—o0.r)) E F feltételt jelenti. 


3.1. Definíció. Legyen (! most egy tetszőleges halmaz, és F legyen t! részhalmazainak egy c-algebrája. Jelölje 
B IK Borel-halmazait. A § :11—- E leképezést mérhetőnek (pontosabban, F -mérhetőnek) nevezzük, ha 
(B) EF minden B € B esetén. Speciálisan, egy € : R — R fűjggvényt Borel-mérhetőnek nevezünk, ha 
57(B) E B minden B € B esetén, azaz Borel-halmaz inverz képe Borel-halmaz. 


3.2. Tétel. Legyen 42, A, P) valószínűségi mező. § : 41 c E akkor és csak akkor valószínűségi változó, ha 
mérhető. 


A következő tételt 15 használni fogjuk. 


Tr 


3.3. Tétel. Legyen § valószínűségi változó, ! pedig Borel-mérhető valós függvény. Ekkor "Ti — TIS) is 
valószínűségi változó. 


Bizonyítás. Legyen § Borel-halmaz. Ekkor 


nr "(B)h—-€ "(fr (B) eF, 
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ji "—] , r LN ARS AE , r 
mivel f77(B) Borel-halmaz, és § valószínűségi változó. 





Megjegyezzük, hogy a fentiek alapján £-nek minden monoton, illetve folytonos függvénye (pl. 7 lél ef, .. .) 


valószínűségi változó. 
1.2. 3.1.2. Eloszlások 


A gyakorlati feladatok zömében a véletlen jelenséget leíró valószínűségi mezőt nem tudjuk megfigyelni, csupán 
bizonyos vele kapcsolatos mennyiségeket vagyunk képesek mérni. 


Például egy műtrágya hatásának vizsgálatakor a kezelt növények bizonyos jellemzőit (a termés mennyisége, 
annak néhány minőségi jellemzője, .. .) mérjük. Ami adódik, az a háttérben álló valószínűségi mező egy 
valószínűségi változó általi képe (a jelen esetben pl. a termés súlyeloszlása). Így gyakran nem az (82. F.P) nem 
is af : 411— E hanem csupán a P § általi képe? érdekelhet bennünket. 














3.4. Definíció. A § valószínűségi változó eloszlásán a 





(B EB) halmazfüggvényt értjük. 
3.5. Tétel. Seloszlása valószínűség a számegyenes Borel-halmazain (azaz UR, B, Fe) valószínűségi mező). 


Bizonyítás. Nyilván Fe(B) 2 J, és PE(R) — P(£7"(IR)) — P(0)— 1. Legyenek most B1. B2. . . . diszjunkt 
Borel-halmazok. Ekkor £" (B1).€7"(B2).. . . egymást kizáró események. Így 


P:(UB;) — Pl (UB;)) — P(LE(B;)) — 9 Pl (B)) — 9 Pe(B;). 
Tehát Fé c-additív is, azaz valószínűség. 


3.2. Példa. Diszkrét valószínűségi változók eloszlását könnyen szemléltethetjük súlyokkal. Ha § eloszlása 

pi — Plf — xs).i—1.2.... akkor helyezzünk el P: súlyt az r; pontba. Egy Borel-halmaz Fe szerinti 
F-(B]J— 54 0 pi 

valószínűsége a benne levő súlyok összege: ti:micB] 


ah 


1.3. 3.1.3. Eloszlásfüuggvények 


Az eloszlások szemléltetésére és kezelésére az eloszlásfüggvények jelentik az egyik fontos - általánosan 
alkalmazható - eszközt. 


3.6. Definíció. A § valószínűségi változó eloszlásfüggvényének az 





valós függvényt nevezzük. 


Eloszlásfüggvénye minden valószínűségi változónak létezik. 


3.3. Példa. A 3.1 [46] Példában szereplő § -re F(r)—Ü, ha §Za, Fír)—1, ha r- b, míg 
Flr) — (r— a)/(b— a) haa — r £ b, Ezt nevezzük az la, b] intervallumon egyenletes eloszlásnak. 


ah 
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Megjegyezzük, hogy egy valószínűséPíf — mr) eloszlásfüggvényének kiszámításakor először I Irögzíteni kell az 

















értéket", és így kiszámíteFiri valószínűséget, ezután tekinthetjük  -et [lfutó pontnak a 
számegyenesen". Legtöbbször szakaszonként más-más képlettel adható meg. 
3.4. Példa. Legyen a § diszkrét valószínűségi változó eloszlása F (§— s) —pi.1—1.2..... Ekkor § 
eloszlásfüggvénye 


F(zj— Plgzzj— 9 P(f—m)— 9 nm. 


lar éri ti:-rsári 


























Azaz § eloszlásfüggvénye olyan ! Ilépcsőzetesen" növekvő függvény, mely T:-ben P:-t ( lugrik". Például a$ — € 
konstans valószínűségi változó eloszlásfüggvénye: F ír) —Ü har cc Flr)—l har: c. 


ah 


3.1. ábra - A P— 1/2, n — 4 paraméterű binomiális eloszlás eloszlásfüggvénye 


1.2 


0.8 


0.6 


0.4 


ü.£2r 





0 


2  -T 0 1 2 3 4 2 6 


3.1. Feladat. a) Ábrázoljuk az egyenletes és a Bernoulli-eloszlás eloszlásfüggvényét! 


b) Ábrázoljuk a PF — l/2.n7-4 paraméterű binomiális eloszlás eloszlásfüggvényét! (3.1. ábra.) 
c) Dobjunk egy pontot véletlenszerűen a [—1.1] intervallumra! Tegyük fel, hogy egy mágnes van a —1 pontban, 
mely a ledobott pontot magához vonzza, ha az a [—1.O].ra esik. J elölje § a ledobott pont végső helyét. 


Ábrázoljuk § eloszlásfüggvényét! (3.2. (a) ábra.) 


3.2. ábra - Eloszlásfüggvény és inverze 
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(b) 





-1 0 1 -1 0 1 


3.7. Tétel. Egy F : E — E függvény akkor és csak akkor eloszlásfüggvénye valamely valószínűségi változónak, 
ha 


a) monoton nemcsökkenő; 
b) balról folytonos; 


lim F(xr) — 1. im Fír) — 0. 


C) Tt —- cm —4—om 
Bizonyítás. Legyen F a § valószínűségi változó eloszlásfüggvénye. 


a) Legyen T5- Y. Ekkor fu : €(w) cry € (www: flw) Cyh . Így a valószínűség monotonitása miatt 
Fix) — Flt cs) z Pit c y)— Fly] 


b) Azt kell belátni, hogy Mn: cc F (rn) — Fír) halrn]i az x-hez balról konvergáló sorozat. Legyen Irni az 
x-hez konvergáló, monoton nemcsökkenő sorozat. Ekkor (ua : €lw) cmaj,n71,2,..., olyan növekvő 
eseménysorozat, melynek uniója tu :éluj amf o , AA — valószínűség folytonosságából 
Fix) — PIG crn)a Plf c r)— F(x), Speciálisan, F iz — [/n) G F(zx). Legyen most (Tk) az x-hez 
balról konvergáló tetszőleges (nem monoton) sorozat. z - () számot rögzítve, az előzőek alapján létezik ri úgy, 
hogy 


(3.2) F(írj)— Flír—l/n.) e. 


Mivel Tr — r, így létezik k-, amelyre T— Tr — Il/n- hak 5 k.. Az F monotonitása és 3.2 miatt 
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IFírj— Fimk]j] cs, hakz k.. 


lm FÁT ] ún 0. [dd [ a ] r , [dé r yr y r yr § 
C) Tn— or monoton növő iTnf sorozatra a valószínűség folytonosságából adódik. A nem monoton 


ső k . B lm F(írj—0 
iTnj sorozat esete pedig - a b) részhez hasonlóan - visszavezethető a monoton esetre. r—:—oc ez) 


ugyanígy bizonyítható. 


A másik irány bizonyításához tegyük fel, hogy F rendelkezik az a)-c) tulajdonságokkal. Legyen először 
speciálisan F szigorúan monoton és folytonos függvény. Ekkor -nek létezik inverze, mely szintén szigorúan 


monoton és folytonos. Legyen most (82. F.P) a (0. 1) intervallum a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-mértékkel 
ellátva (másszóval (0. 11-en a valószínűség geometriai kiszámítási módját alkalmazzuk). Legyen £ — F 5 
Ekkor § : 16 E mérhető, így valószínűségi változó. § eloszlásfüggvénye: 


F.(z) — P(z cz) — Pia: FT lw) c zt — Plw:w c F(r)h — F(z). 











Legyen most F Kin a)- A tulajdonságokkal rendelkező függvény. Definiáljuk F Ilinverzét? az 
F-"(r) —inffy: F(íy] sz). re(01) képlettel. (Például a 3.2 (a) ábrán lévő eloszlásfüggváy ilyen 
inverze" a 3.2 (b) ábrán látható.) A szigorúan monoton és folytonos F-ek esetére az előzőekben alkalmazott 
gondolatmenet erre az esetre 1s átvihető. 

















3.5. Példa. F(r) — (1l/r)arctan x - 1/2 teljesíti a)-c)-t, tehát eloszlásfüggvény. Ezt (4-1. u —0) 
paraméterű Cauchy-eloszlásnak nevezzük. 


ak 
3.8. Tétel. Legyen F a § eloszlásfüggvénye. Ekkor 


mM 


[a,6)) — F(b) — F(a), 

p) P(£ — a) — F(la 1-0) — F(a). 

c) P(E € [a.8]) — F(b-- 0) — F(a), 

Bizonyítás. a) P(Z € [a,b)) — P(Z cb) — Pf c a) — F(lb) — F(a) 

b) 18 —ap— Nite € [a.a 1/n)j. Így a valószínűség folytonosságából adódik az állítás. 
c) az a) és b) következménye. 

HI 

Megjegyezzük, hogy b) alapján F akkor és csak akkor folytonos egy x pontban, ha F (§—r)— 
3.2. Feladat. Lássuk be, hogy 

P(£ ela. b)) — F(b) — F(a 40). 

ÉS 

P(t € (a, b]) — F(b- 0) — F(a 0). 


Fi 
L3 


1.4. 3.1.4. Kvantilisek 


Egy § valószínűségi változó mediánjának azt a számot nevezzük, melynél nagyobb, illetve kisebb értékeket £ 
ugyanolyan valószínűséggel vesz fel. 
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A B számot a § valószínűségi változó mediánjának nevezzük, ha 
Plz cu) £1/2. P(E5 u) c1l/2. 


3.9. Tétel. A medián mindig létezik. 


Bizonyítás. Legyen F a £ eloszlásfüggvénye. Legyen 


un — supír : Flir) £ 1721. 


Mivel  — F balról folytonos, így F (fc u) — Fln) £ 1/2 . . Másrészt, 550 
Pif 2 uter)—1— Flud z) — 1/2. A valószínűség folytonossága miatt PIS 5 u) £ 1/2. 


HI 
3.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy az ja, bln egyenletes eloszlás mediánja H — la 4 b)/2. 


A következő problémák 1s igen tanulságosak: 


esetén 


3.4. Feladat. a) Lássuk be, hogy ha F szigorúan monoton és folytonos eloszlásfüggvény, akkor a medián az 


F(r) — 1/2 egyenlet egyértelmű megoldása! 

b) Adjunk példát olyan F eloszlásfüggvényre, melyre a medián nem egyértelmű! 

c) Lássuk be, hogy a mediánt nem lehetne az F ir) — 1/2 megoldásaként definiálni! 
d) A medián definiálható a 


Ps ujzl/2, Pif 2 uj)zl1/2 


4 / 
1 


feltételek egyidejű teljesülésével 1s. 

3.10. Definíció. Legyen 0 - g — I. A § 4-kvantilisén azt a 6 lg) számot értjük, melyre 
P(£ c algy Ég. P(E- 0(a)) £1— a. 

A 0.25-kvantilist alsó kvartilisnek a 0.75-kvantilist felső kvartilisnek nevezzük. 


A Cauchy-eloszlás kvartilisei és mediánja a 3.3. ábrán láthatóak. 


3.3. ábra - A Cauchy-eloszlás kvartilisei és mediánja 
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-1 0 1 


3.6. Példa. a) FF [) —1- zöjáásal hazrzúÚ F iz] — 0 ha x z Ü (ahol A - ÚÜ rögzített) képlet által definiált F 
függvény eloszlásfüggvény. Az ehhez tartozó eloszlást exponenciális eloszlásnak nevezzük. 


b) Az exponenciális eloszlás 9-kvantilise: 62 lg) — —]Ilog(1 — 9)]/A, 


ah 


3.11. Definíció. §-t szinmetrikusnak nevezzük, ha § és —§ eloszlása megegyezik. 


3.12. Megjegyzés. A ( 4— l.41— 0 paraméterű) Cauchy-eloszlás, a [—a, tal -n egyenletes eloszlás 
szimmetrikus, míg az exponenciális eloszlás nem az. 


3.5. Feladat. a) Lássuk be, hogy a szimmetrikus eloszlások mediánja 4 — Ú. 


b) Milyen alakú a szimmetrikus valószínűségi változók eloszlásfüggvénye? 


Gyakorlatok 


1. Az alábbi függvények közül melyek eloszlásfüggvények? Ábrázolja is őket! (Az alábbiakban F (r) — 0 az 











adott intervallum [Jalatt", és F ír) — 1 





a. F(z) — sinír]) ha 0£r £ 772 


b. Fíz) — Tr" nÜüszrzl 


, 














felette".) 
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Ft r) — 17rr, ha £ T — 00 és a valós paraméter, 


d. Fix) — In T haláráe 


. Van-e olyan F és G eloszlásfüggvény, melyekre F ir) 2 GÍír) minden rel esetén? Van-e az 


F(x) £ 0.9Gíz) egyenlőtlenséget teljesítő eloszlásfüggvény-páros? 


. Adjunk példát két különböző valószínűségi változóra, melyeknek egyforma az eloszlásfüggvényük! 


— db 
in 


eloszlásfüggvényét! 


. Legyen § egyenletes eloszlású a (0. 1) intervallumban. Határozzuk meg a következő valószínűségi változók 


eloszlásfüggvényét: a) 7 — § 4 1; b) 1— 36; 0) 1 — 6 d) n— vő;e)n— 1/8§.p n— 18 — 172], 


. Legyen § A — 1 paraméterű exponenciális eloszlású. Lássuk be, hogy 7— l— e-t [0.1].en egyenletes 


eloszlású! 


. Legyen § eloszlásfüggvénye F. Tegyük fel, hogy F folytonos típusú, azaz egy la, b] intervallumon szigorúan 


monoton és folytonos, továbbá F la) — 0 és F(b) —I 185 SK be, hogy F (§) a 10. ILen egyenletes eloszlású! 
Milyen viszonyban van ez az állítás azzal, hogy § és F7! eloszlása megegyezik? 


. Tegyük fel, hogy § 7 Ü és E egyenletes eloszlású (0. 1)-en. Számítsuk ki € eloszlásfüggvényét! Milyen 


kapcsolatot látunk az előző feladattal? 


. Alkatrészek élettartama a megfigyelések szerint közelítőleg exponenciális eloszlású. Tegyük fel, hogy egy 


izzó élettartama exponenciális eloszlású A paraméterrel. Azonban 2/A idő után akkor is kicserélik, ha még 
nem égett ki. Számítsuk ki az ilyen módon I! Icsonkított" élettartamú izzó élettartamának eloszlásfüggvényét! 














Legyen § A — l paraméterű exponenciális eloszlású. Határozzuk meg azt a legrövidebb intervallumot, 
melybe £ 1/2 valószínűséggel esik! 


Lássuk be, hogy F (ír) —U har £ 0; F(r) — (Z/r]arcsinyr na0cr 1, Flr)—l har: 1, 
által definiált F függvény eloszlásfüggvény (ún. arkusz szinusz eloszlás). 


Ellenőrző kérdések 


1. 


2 


2. 


2 


Hogyan definiáljuk az eloszlásfüggvényt? 


Igaz-e, hogy minden monoton növekvő függvény eloszlásfüggvény? 


3.2. Sürűségfüggvények 


.1. 3.2.1. A sűrűségfuggvény fogalma 


Az eloszlásoknak egyik jól kezelhető családját alkotják azok, amelyeknek létezik ún. sűrüségfüggvényük. 


3.13. Definíció. Legyen § eloszlásfiiggvénye F. Azt mondjuk, hogy § eloszlása abszolút folytonos, ha létezik 
olyan f : E — IR Borel-mérhető függvény, melyre 


(3. 


3) 





teljesül. !-et § sűrűségfüggvényének nevezzük. 


3.7. Példa. (1) Ha $ az la, bln egyenletes eloszlású, akkor sűrűségfüggvénye fiz) — 1/(b— a) haT € a. b] ÉS 
fir) — Ú hat 8 fa, b] 


(2) Ha § exponenciális eloszlású, akkor sűrüségfüggvénye fiz) — AeTAT har 7 Ü és J (ír) —Ű haz — 0. 
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(3) Ha f (A — 1, 4 —Ü paraméterű) Cauchy-eloszlású, akkor sűrűségfüggvénye Élz) — L/(r(1- 7 I reR. 
(Igazoljuk, hogy a fenti függvények tényleg kielégítik 3.3-at a megfelelő —— eloszlásfüggvények esetén! 
Abrázoljuk a fenti eloszlásfüggvény-sürüségfüggvény párokat!) 

ák 


3.4. ábra - A Cauchy-eloszlás sűrűségfüggvénye 


0.4 





a e 1 . 


Annak valószínűsége, hogy egy valószínűségi változó beleesik egy la, b) intervallumba, a sűrűségfüggvénye 
alatti területnek az la:b) fölé eső részével egyenlő. A (A — 1, 4 — Ü paraméterű) Cauchy-eloszlás esetén ezt a 
3.4 ábra szemlélteti. A 12: 1] intervallumba esés valószínűsége a besatírozott rész területével egyenlő. 


3.14. Tétel. Ha § sűrűségfüggvénye f, akkor 





a számegyenes minden B Borel-halmazára. Speciálisan, sűrűségfüggvénnyel rendelkező § esetén F (f—r)J—0 
bármely x 7 R esetén. 


Az következő tétel ennek következménye: 


3.15. Tétel. Az abszolút folytonos eloszlások eloszlásfüiggvénye folytonos. Egyetlen diszkrét eloszlásnak sincs 
sűrűségfüggvénye. 


A diszkrét, illetve az abszolút folytonos eloszlások csupán szűk speciális családjai az összes eloszlás 
halmazának. Az alábbi ún. csonkított Cauchy-eloszlás sem nem diszkrét, sem nem abszolút folytonos. Legyen 7/ 
(A — 1, 4 — Ü paraméterű) Cauchy-eloszlású. Legyen § — 7, ha IN — a (a — Ü rögzített); § — a, han 7 a; és 
tt ——a han £ —a. Ekkor eloszlása: 

ús 


Plt ez —a) s Plt He a ) — (0. Plt s —aj) s Plt E -Ha) - / L/(x(i b a) jdr. 


(EZ 


míg (a. a)-ban § eloszlását az L/(r(l 47 )) sűrűségfüggvény írja le. (A fentiek alapján adjuk meg § 
eloszlásfüggvényét!) 


3.16. Tétel. f:Ec E akkor és csak akkor sűrűségfüggvénye valamely § valószínűségi változónak, ha f 
Borel-mérhető, nemnegatív (a Lebesgue-mérték szerint majdnem mindenütt) és 


ft firjdr —l. 
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Bizonyítás. A tétel pontos bizonyítása a Lebesgue-integrál tulajdonságai alapján könnyen megadható. Az 
alábbiakban a Riemann-integrálra támaszkodó részleges bizonyítást közlünk. 


Legyen (speciálisan) J nemnegatív,  Riemann-integrálható, továbbá Joe fizldtr—1 . Ekkor az 
F(lr) — Je fiijdt összefüggés által definiált F függvény teljesíti az  eloszlásfüggvények jellemző 
tulajdonságait. A balról folytonosság abból adódik, hogy az integrál mint a felső határ függvénye folytonos. A 
monoton nemcsökkenőség pedig az ! nemnegativitásából és az integrál intervallum szerinti additivitásából 


következik. Végül F(co) — Je . flirjdr —1 . Így f a fenti F-hez tartozó sűrűségfüggvény. 


Megfordítva, legyen f az F -hez tartozó sűrűségfüggvény. Ekkor fé fizjdz — F(oo) —1 Továbbá, 
f fix) dr — F(b) — F(a) 


) 2Ü Tehát f integrálja minden intervallumon nemnegatív. Ha most még azt is 
feltesszük (speciálisan), hogy ! folytonos, akkor a nemnegativitása azonnal adódik. 


Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban szakaszonként folytonos és mindenütt nemnegatív sürűségfüggvények 
fordulnak elő. 


3.8. Példa. Legyen fiz) — sin T hat e [10.772] és f(x) —0 egyébként. Ekkor f (ar) egy pont kivételével 
folytonos, így Borel-mérhető. ./ ír) 2ÜyreR. 


/ firjdr — / — sinrdr — — cos( /2) 4 cos — 1. 
9 A p 


Így f sűrűségfüggvény. 
ák 
Az esetek többségében az eloszlásfüggvényt I szakaszonként differenciálva" kapjuk meg a sűrűségfüggvényt. 


3.9. Példa. Dobjunk egy pontot véletlenszerűen az egységnégyzetre! Jelölje § a pont távolságát a WES 
f méd 

oldaltól. Ekkor § eloszlásfüggvénye: F(r) —0 har c 0, F(r)—1—(1—2r)7 — dr — 4? haÜ cz 5l/z, 

Flr)—lnarz7 [/ 2 A sűrűségfüggvény: Mé — 4 — Br ha : r € [0. 172]. FieN e —0 har £ (0. 1/2] 


ah 


2.2. 3.2.2. A normális eloszlás 


A statisztikában alapvető szerepet játszik az ún. normális eloszlás. 


A § valószínűségi változót normális eloszlásúnak nevezzük, ha sűrűségfüggvénye 





alakú, ahol rn tetszőleges, c pedig pozitív valós szám. Azt, hogy § m és a paraméterű normális eloszlású, azaz 


sűrűségfüggvénye a fenti, § Nim, c") jelöli. Ha § N (0, 1), akkor £ -t standard normális eloszlásúnak 
nevezzük. 


A fenti " függvény határozatlan integrálja (azaz a megfelelő eloszlásfüggvény) nem adható meg zárt alakban. 
Az, hogy f tényleg sűrűségfüggvény, külön bizonyítást igényel, amit a következő fejezetben végzünk el. 











ÍT az r — m-re szimmetrikus, harang alakú görbe, mely r növelésével egyre [Ilaposabbá? válik. A standard 





normális eloszlás szimmetrikus. Így eloszlásfüggvényére F —sz) —1— Fix) 


rű ra 
3.17. Tétel. Ha 71 standard normális eloszlású, 7 7 Ü, akkor § — er tm eloszlása NM Ím. 07], Megfordítva, ha 
Fal j Ta Év f FT. , , 
§ s N(m. a), akkor 11 — (§ — m)/e standard normális eloszlású. 


Bizonyítás. Legyen 7/ "7 N (0. 1). Ekkor § — arj 4 m.re (hag 0) 
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Felz) — Pf c2)j— Pisntm-zj—P GC Kaesz si — F, Vé u úg 3 


j (TT (TT 


Így § sűrűségfüggvénye 


Te Ím) s Ín É NN 7) , 1. se I) e—(z—mjő f2at 


tra 
e ge 4/lna 








A megfordítás bizonyítása hasonlóan történik. 


A fenti állítás alapján adódik, hogy normális eloszlású valószínűségi változó lineáris függvénye 15 normális 
eloszlású. 


2.3. 3.2.3. Valószínűségi változók függvényei 


3.10. Példa. Legyen $ ra N (0.1). Ekkor az n— § valószínűségi változót 1! szabadsági fokú khi-négyzet 
A 
eloszlásúnak nevezzük (jele: 77 "7 X1). "7 eloszlásfüggvénye: 


(ír) — Plin cx) — P(f" er) — F(—vr cű c vr) — 


ha x — 0. Így 77 sűrűségfüggvénye: 


l 
zni ezijtllltsr ml 7 
Fő ii 


hl 





fnlr) — Fi(r) — szészák kel 


ják dr 


tal Fé 


— 2 fel var) 


ha xr — (1), egyébként fnlr) — 0. 


ah 


Gyakorlatok 


1. Lássuk be, hogy fiz) —(1/2]Je"" reR, sűrűségfüggvény! Ábrázoljuk a megfelelő eloszlásfüggvényt! 
Legyen § a fenti sűrűségfüggvényű valószínűségi változó. Határozzuk meg az alábbi események 
valószínűségét: él ez dem 2 1f 1 irracionális[ 

2. Az alábbiak közül melyek sűrűségfüggvények? (Az alábbi tartományokon kívül a függvények mindenütt 
nullák.) 


a. fir) — asinlr 0 mr 


hl) 


JA 


TI 
, 


b. fir) — 7) dx gon 


c. fíxr) — ln mi 0-rxl. 

3. Teljesítheti-e két sűrűségfüggvény az fír) £ 0.999(r) feltételt minden x esetén? 

4. Legyen § A— 1 paraméterű exponenciális eloszlású. Legyen 7— §, ha § £1 és n— 1/§, ha §5 1. 
Számítsuk ki 77 eloszlásfüggvényét! Mutassuk meg, hogy 7? abszolút folytonos, és határozzuk meg a 
sűrűségfüggvényét! 


5. Legyen § egyenletes eloszlású —1. Il en. Határozzuk meg 11 — ( 5 eloszlás- és sűrűségfüggvényét! 


6. Legyen § sűrűségfüggvénye fe. Lássuk be, hogy F I € [a.b] — lakkor és csak akkor teljesül, ha Je ír) —0 
minden T £ la. b] esetén (eltekintve egy nulla Lebesgue-mértékű halmaztól)! 
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7. Wegyen § sűrűségfüggvénye Je. Lássuk be, hogy § akkor és csak akkor szimmetrikus, ha fe szimmetrikus az 
tengelyre! 


8. Ábrázoljuk a normális eloszlás sűrűségfüggvényét! Határozzuk meg, hogy a görbének hol van maximuma, 
illetve inflexiós pontja! 


9. Legyen § Nlm, a"). Határozzuk meg, hogy § milyen valószínűséggel esik az Im— kom ko] 
intervallumba Fk — Il. 2. 3 esetén! 

10. Lássuk be, hogy a legrövidebb olyan intervallum, melybe § N ím, 07) adott a valószínűséggel esik, 
rn-re szimmetrikus ! 


: j Kh nEss ; fir) —l/(m /x(1 — x)) 
11. Mutassuk meg, hogy az arkusz szinusz eloszlás sűrűségfüggvénye V"/ ERB az A ( 
zzz). 
12. Az 11 valószínűségi változót (A. H)-paraméterű Cauchy-eloszlásúnak nevezzük, ha eloszlásfüggvénye 


Fly) — (1/r) arctan [(y — 4)/A] 4 172, 


ahol A — 0. Lássuk be, hogy ha (1.0) paraméterű Cauchy-eloszlású, akkor 77 — Af 4 A (ahol A — (0) (A, a) 
paraméterű Cauchy-eloszlású! Lássuk be, hogy "7! sűrűségfüggvénye 


f(y) — (1/700/D29 4 (y— uj ó]h vER. 
Ellenőrző kérdések 
1. Mi a sűrüségfüggvény definíciója? 
2. Mik a sűrűségfüggvény jellemző tulajdonságai? 


3. Van-e sűrüségfüggvénye a binomiális eloszlásnak? 
3. 3.3. A várható érték és a szórás 
3.1. 3.3.1. A várható érték definíciója 


A diszkrét eloszlások esetén a várható értéket az 
(3.4) EZ — 4 ziP(£ — r) 
: 


képlettel határoztuk meg. Ezt a képletet abszolút folytonos eloszlásokra nem lehet közvetlenül átvinni, hiszen ott 
P(f—r)—Ü Vr elk. A fenti képlettel analóg formulát akkor kapunk, ha £ -t [/rövid" intervallumokon 
egyetlen értékkel, pl. az intervallum egyik végpontjával helyettesítjük: 


(3.91 EL az ) rtPin té 7 Tziáilj e ) ei Felei 11 — Felmi hi. 














A képletben a £ -nek olyan középértéke szerepel, amelyben minden részintervallum olyan súllyal kerül 
számításba, amilyen valószínűséggel § abba esik. A fenti középértékeket egyre [/pontosabbnak" gondolhatjuk, 
ha a beosztás részintervallumainak hossza a 0-hoz tart. Így végeredményben a Lebesgue-, illetve a Lebesgue- 
Stieltjes-féle integrálhoz jutunk: 














ad mm 


(3.6) HE / Elw)d P(x af rdFelr). 
7. LT. al PE 


A § várható értékére ténylegesen a 3.6 képletbeni integrálokat használják, azonban a Lebesgue-féle 
integrálelmélet apparátusa nélkül is lehet értelmezni az abszolút folytonos eloszlások várható értékét. A 3.5 
képlet alapján ugyanis 
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de 
EE sz 2. Ti [1 elrjdz sz / rfelrjdrx. 


a 


3.18. Definíció. Legyen a § valószínűségi változó sűrűségfüggvénye f. Ha 1 ák . Ielf(zidr 


mondjuk, hogy §-nek létezik véges várható értéke. Ekkor az 


véges, akkor azt 





által meghatározott mennyiség létezik és véges. Az EZ számot § várható értékének nevezzük. 


"— rflx) 


, ielf(zjdm — 00 esetén lehet, hogy 8 ABN 


dr — DO (vagy — —50), de az is 


előfordulhat, hogy a várható értéket még ilyen tágabb értelemben sem tudnánk definiálni, hiszen TIMÁR c Tfixjdm 
kezik . mind a pozitív, mind a negatív része lehet egyszerre oo. Így (ha mást nem mondunk), csak az 
f/o Izlf(ízjdm - oc 


Megjegyezzük, hogy 1 Hát 


esetet vizsgáljuk. 


Be lehet bizonyítani, hogy a 3.7 képlet (miként 3.4 15) 3.6 speciális esete. Az általunk kimondott tételek az 
általános esetre fognak vonatkozni (hacsak mást nem állítunk), a bizonyításokat azonban legfeljebb a 3.7 
képlettel kiszámítható várható értékre tudjuk elvégezni. A várható érték csak a § eloszlásától (de nem magától § - 
től) függ. 

3.11. Példa. Legyen § egyenletes eloszlású la, bl.n. Ekkor 


Be ü 1 l rő b atb 
EZ — / Tfe (rjdz — / T dr — 5 — ——— . 
Je Ja b—a b—a[l2], . 


Tehát £ várható értéke éppen az la, b] intervallum középpontja. 











ah 


A Cauchy-eloszlásnak nem létezik várható értéke. Ezt mutatja be az alábbi példa. 


3.12. Példa. Legyen § A — 1, 4 — Ü paraméterű Cauchy-eloszlású. Ekkor 


fi szd ll , öt ját 
8 rfelrjdz — f/ Iz da — ah kt 72) ; — 00. 


: Így 1 Hl Tfe Ím) 





rfelr Jdr — —oc 


0 
Hasonlóan, ds dT határozatlan kifejezés, azaz a Cauchy-eloszlásnak 


valóban nem létezik várható értéke. 


ah 


3.2. 3.3.2. Momentumok 


3.19. Tétel. Legyen a § valószínűségi változó sűrűségfüggvénye f . Legyen §g Borel-mérhető. Ha 
J Iglellfizjdr 2 00 akkor 


Eg(f) — / I gízjfírjdrl. 





—— [d 


3.20. Definíció. Legyen Fk 7 Ü. A § valószínűségi változó k-adik momentumának az EL mennyiséget nevezzük 
(amennyiben létezik). 


A k-adik momentum kiszámítása az előző állítás alapján 


[m-a 
EE" — / Tr fe irjdr 
TT 
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szerint történhet, ha § sűrűségfüggvénye Je. 


Megjegyezzük, hogy a magasabb rendű momentum végességéből következik az alacsonyabb rendű momentum 
Tt 


végessége. Valóban, har - k 7 0 és ElÉÍT - 50 akkor 


Elé[" — [ lel" f(rjdz - / eltr(zjaz a / irl" f(rjdz. 
— a riz1 rl:1 


Az első tag mindig véges (sőt, 1-nél nem nagyobb), a második tag pedig 
] lel" f(r) dr z ] ri" fir) dx ő Elé[" - 00. 
ri ri 


3.13. Példa. (1) Az exponenciális eloszlás momentumai: 


Et br — / r" fizjdmx zs. / rt Ae ÁTA Tr — [—rferAt] e 
ui ü i 


a 


8 kf , . Ko k 
hez —k ater ttdm — — / r-t het dr — — ELT 
) A (1 A A 
Mivel 
EL" — ] firjdrz —l, 
így az előző rekurzív képlet alapján, EL" — I/A Speciálisan, ÉS — [/A 


(2) A standard normális eloszlás momentumat. 


Ét l 2 rad 
sg na .—nő ső ir 
MEZ .: fe. t A ; ji Wii a 
— TnT 4 ZT 


Páratlan k-ra a fenti integrál értéke 0. Páros k-ra (parciálisan integrálva): 


c 1 HERE. hi mi ; Hoz 
Wa pr TT zi. eti ez ga tp. mm szd JÚ 
EE" 2 ri —mrerT dr — — 7 ; e Ti j s 





Sz 








a 4 2aT vő da SHE 
e I YA 
k (kk Ua" — 3 7 mj2dr — Ík sz LE k—2 
, ; 7 , JEA 
oz v2n 


Mivel ES—-1, így ES —(k—1)! , ha k páros (itt (R— 1)! — (x— 1)(k— 3)---1, azaz (R— 1) 
szemifaktoriál15). 


ah 


3.3. 3.3.3. A várható érték tulajdonságai 


3.21. Tétel. A várható érték lineáris funkcionál a véges várható értékkel rendelkező valószínűségi változók 
lineáris terén. 


A tétel más szavakkal a következőképp fejezhető ki. Ha § várható értéke véges, c € E, akkor €3 várható értéke 
15 véges, és 


E(£ b n) — EZ 4 En. 
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3.8 a 3.19 [58] Tételből követezik, hiszen 77 — €$ várható értéke 


[He 
Er — / ET fe (rjdr — cEE. 


A 3.9 képletet speciális esetekben később fogjuk belátni. 


3.6. Feladat. 3.8 és 3.9 alapján lássuk be, hogy ha $£1.: : : : : Cn véges várható értékkel rendelkező valószínűségi 
változók és €1 : : . . : ön E É akkor 


Elciti -B :::-b Entn) — €1 EE -k : : : -6 cen EL... 


Fi 
L3 


3.22. Tétel. a) Ha § 7 Ü akkor ES 7 Ü 
b) Ha§ 7 n, akkor Él 7 Én. 
c) Haf 2 0 és Ef — 0, akkor F(f — 0) —1 


Bizonyítás. a) Ha § 7 Ü, akkor felr) —Ü ham — 0. Így 


EE — J rfirjdr — fi rfirjdrz : 0. 
— 0 0 


b) Az a)-ból közvetlenül adódik. 


Hi 
3.4. 3.3.4. A szórás 


A szórás és a szórásnégyzet definíciója és tulajdonságai megegyeznek a diszkrét esetben adottakkal: 


(3.10) 





3.14. Példa. (1) Legyen § egyenletes eloszlású la, bl.n. Ekkor 


jú) 
EZ? — / r? /(b — ajdz sz (ty — a /(3(b s a )]. 


(EZ 


— ES? — Et — (b? 4 ab b a )/3— (a 4 bj/4 — (b — a)" /12. 
Természetes, hogy a szórás az la, b] intervallum hosszától függ. 
(2) Legyen § exponenciális eloszlású. Ekkor 


2 


I 





ha 
ha 


ah 


Könnyen látható, hogy minden szórással rendelkező § esetén 


(3.11) D2(at hb) — art 





3.15. Példa. Legyen 77 N (mm, e 2), Ekkor "7 reprezentálható 77 — 7§ 3-rn alakban, ahol § 7" N(0, 1), 
gy p 
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a 3-2 A 
Dn—eDéf— e. 
T 71" d [d zá ká d [d rk or d ra ká [d Ld d 
Igy a normális eloszlás paramétereinek jelentése: rn a várható érték, s" pedig a szórásnégyzet. 


ah 


3.23. Tétel. Ha 0 c D/€ — 00, akkor az 1 — (8 — Ef/Dd valószínűségi változóra En — Ü és Dg— 1, 97-i 
nevezzük § standardizáltjának. 


Bizonyítás. A várható érték linearitásából és 3.11 képletből adódik. 


HI 

Gyakorlatok 

1. Számítsuk ki az f(x) — log(l/r)(0 — xz — 1) sűrűségfüggvényű § valószínűségi változó várható értékét és 
szórását! 

2. Számítsuk ki az fr) — e" /2 sűrűségfüggvényű valószínűségi változó várható értékét és szórását! 


3. Adjunk példát olyan valószínűségi változóra, melynek a mediánja nem egyezik meg (illetve megegyezik) a 
várható értékével! 


4. Legyen Ha eloszlásfüggvénye Fix) szó siníx] ha í ke ki s. m/z Fix) jesz Ú ha rTd Ü és Fix) si L ha mm. mTé2 
Számolja ki § mediánját és várható értékét! 


5. Legyen J ir) — dt ha T € [0.1] és f(r) — 0 egyébként. Lássuk be, hogy f sűrűségfüggvény. Határozzuk 
meg a megfelelő eloszlásfüggvényt, mediánt, várható értéket és szórásnégyzetet! 


Ellenőrző kérdések 
1. Mi a várható érték definíciója? 
2. Mi a szórásnégyzet definíciója? 


3. Elat - b) —?, Mé(at -- b) —9 


4. 3.4. Valószínűségi változók együttes eloszlása 


4.1. 3.4.1. Együttes eloszlásfuggvények 

tés 17 külön-külön vett eloszlása nem határozza meg § és 77 együttes viselkedését. 

A § és 17 valószínűségi változók együttes eloszlásán a sík BH Borel-halmazarra értelmezett 
Fe (B) — P((f.n) € B) 

halmazfüggvényt értjük. 


Belátható, hogy Fe.n valószínűség a sík Borel-halmazain. Az eloszlásnál könnyebben kezelhető az 
eloszlásfüggvény. 


A § és 17 valószínűségi változók együttes eloszlásfüggvényén az 
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által definiált kétváltozós valós függvényt értjük. 
Belátható, hogy az eloszlás és az eloszlásfüggvény egymást kölcsönösen meghatározzák. 


3.24. Tétel. F : KR" — IR akkor és csak akkor együttes eloszlásfüggvénye valamely §.71 valószínűségi változó 
párnak, ha 


a) F mindkét változójában monoton nem csökkenő; 
b) F mindkét változójában balról folytonos; 


lim Fír,yj— lim Fír,y)—0, liim  Fír.y]j—l; 


T— 040, 11— DC 


c) 


d) — F(bi.b2)— F(la1.b2)— Flhi1.a2) 4 Fla1,a2) 20 minden aicbiaz cb feltételt teljesítő 


(a1, aa), (bi, ba) számpárokra. 


Bizonyítás. Legyen F § és 1 együttes eloszlásfüggvénye. Az első három tulajdonság igazolása ugyanúgy 
történik, mint az egydimenziós esetben. Az pedig könnyen látható, hogy a d)-ben szereplő négytagú összeg 


éppen P(lf.m) € [d1.b1) x [d2. balt, ez pedig nemnegatív. Tehát d) éppen azt fejezi ki, hogy nemnegatív 
annak valószínűsége, hogy a $ : 77 pár beleessen egy téglalapba. 


Teljesítse most F" az a)-d) tulajdonságokat. Belátható, hogy a téglalapokon a 
P([a1 bi) x [da. ba) ) — F(bi., ba) — Flai. ha ) — F(bi. a2) t Fiai. az) 


által definiált függvény kiterjeszthető IR" Borel-halmazaira valószínűséggé. Ezen valószínűséget véve alapul, a 
flr.y)— r nir.y) — v által az K2-en definiált valószínűségi változó pár eloszlásfüggvénye éppen F. 


3.25. Megjegyzés. (1) a)-c)-ből nem következik d). Legyen ugyanis Flr.y—Ü nartyól és Flr.yj—l 
har34y5: l. Ekkor F teljesíti a)-c)-t, de nem teljesíti d)-t (pl. la1, az) — (0, 0) (bi. ba) — (2. 2) esetén). 


(2) Legyen speciálisan § — 11. Ekkor § és 1 együttes eloszlásfüggvénye: 
F(r.y)— P(E -roney)— Pit z miním, y)) — Felmin( mr. yh). 


11 Fir.yl—- FE; 3 
gy zársz ez, y) ely) . Tehát, ha § tetszőlegesen nagy értékeket felvehet (pl. exponenciális eloszlású), akkor 


lim Fír.y) Al 
saryeztglől a u) 7 . Ezért c) második felében mindkét változónak a cc-be kell tartania ahhoz, hogy F (z,y) 1-hez 


konvergáljon. 
; Felr) — lim Fír.,y) 
3.26. Tétel. Ha § és 11 együttes eloszlásfüggvénye F ir, y], akkor € eloszlásfüggvénye  " wő) 1—roc Úr, y és 7] 
Fly) — lim F(: 5 si . 
eloszlásfüggvénye  " y) E giryesmalk a 4) . Fe-t és Fa-t F(r.y) marginális (perem-) eloszlásfüggvényeinek 
nevezzük. 


Bizonyítás. A valószínűség folytonossága miatt. 


Felrj) z Ft crjz Flt cryneR]z líim Pif cry cy])z lm Fir.w). 


19 az mt fa 8) TI —t fi A 


3.16. Példa. (1) Legyen Fly) —1—8777— 78 Ferőztesi hamy 7 Ű, és F(r.y) — Ü különben. Ekkor 
Fix, y) eloszlásfüggvény. Ennek belátásához alakítsuk F"-et szorzattá: Fír,y]—(1—€797j(l — eV] ha 
r.y5Ü . Innen a)-d) azonnal látható. F marginális  eloszlásai exponenciális  eloszlások. 


Felxr) — lim Fír.y— 1— e7ir d : : 
BSZ er jesete S I , ha zr- 0, egyébként Fe ír) —Ü. Hasonlóan adódik, hogy Pn pedig 4 
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paraméterű exponenciális eloszlásfüggvény. Nyilván F(lr,y) — Felz) : F.(y), Tr, y € IR. (Később látni fogjuk, 
hogy ez a független § és 77 együttes eloszlásfüggvénye. ) 


Az F(r.y) függvény A — I, 4 — 2 esetén a 3.5. ábrán látható. 


3.5. ábra - Kétdimenziós exponenciális eloszlásfüggvény 


FÜxyi 
sszzszübka 
ör 





AR 


(2) Legyen F(r. w) — minf(l — evsz] (1— e") haz y: 0 Flzr,y]—0 egyébként. Ekkor - a 3.25 [62] 
Megjegyzés (2) része értelmében - a marginális eloszlások A paraméterű exponenciálisak. Ezt a példát 
összevetve az előző példa A — 4 speciális esetével látjuk, hogy különböző kétváltozós eloszlásfüggvényeknek 
lehetnek azonos marginálisaik. 


F 


4.2. 3.4.2. Együttes sűrűségfüggvények 


3.27. Definíció. A § és "1 együttes eloszlását abszolút folytonosnak nevezzük, ha létezik olyan ! : KR" GR 
függvény, melyre § és 11 együttes eloszlásfiiggvénye 


mo opy 
Fí(ír, y) — / / fiusv]jdudu T, 1 





alakba írható. f-et S és 7! együttes sűrűségfüggvényének nevezzük. 


3.28. Megjegyzés. (1) Együttes sűrűségfiiggvény nem mindig létezik. 
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(2) Ha ! a 5.71 pár együttes sűrűségfüggyvénye, akkor 


P(l£.n) E B) — / fir.yjdrdy 
J JB 





IK" bármely B Borel-halmazára. 


3.29. Tétel. f : Rf C E akkor és csak akkor együttes sűrűségfüggvénye valamely 5.71 valószínűségi változó 
párnak, ha 


a) mérhető, 


b) nemnegatív és 


f fi fir,yjdrdy—-l. 
c) aa —ne 


A következő tétel segít a marginális sűrüségfüggvények kiszámításában. 


3.30. Tétel. Legyen § és 1 együttes sűrűségfüggvénye f. Ekkor § és 71 is abszolút folytonos, és §, valamint 7] 
sűrűségfüggvénye (az ún. marginális süűrűségfüggvények) az 


Te Ím) — [ fir. 1) dy. r € RÉ: f.ly) s [ fir. 1) dr, y EE 


képletekből határozhatók meg. 


Bizonyítás. A következő átalakításokat végezzük: 


t t Ím 
/ felrj dr — T J fir,yjdrdy — Fs ,(t, 00) — P(£ ton - 00) — 


— ta — 


IR. 


mM 


Pit ct)— Flt). t 


datti aölltetők a 


3.31. Megjegyzés. Abból, hogy § és 11 abszolút folytonos, nem következik, hogy § és 11 együttes eloszlása is 
abszolut folytonos (ez a független esetben teljesül, mint később látjuk). Például, legyen § abszolút folytonos, 
legyen 11 — §; ekkor a § 11 párnak nincs együttes sűrűségfüggvénye. 


3.17. Példa. Legyen GC IR? véges Lebesgue-mértékű Borel-halmaz (azaz (Gr területe véges). Ekkor 
fiz,y) — [/A(G) har,y e G, fir.y)—0 egyébként (ahol A a területet jelöli) függvény sürűüségfüggvény. Az 
ilyen sűrűségfüggvényű eloszlást (r-n egyenletes eloszlásnak nevezzük. 


ak 
A következő példában a kétdimenziós normális eloszlást mutatjuk be. 
3.18. Példa. Legyenek A. B. (" és m1.rn: adott számok, melyekre A — 0 és B? - AC. Ekkor az 


AC 
TT 


fm (1 


T "ki y 3: I [ zi pam] 
13.121 fir, Hu] exp ( segg [Alr— maj Tt 281ir —iny las — irtal H Ely — maj?) ) 


r,y c E sűrűségfüggvényű eloszlást (nem elfajult) kétdimenziós normális eloszlásnak nevezzük. Ahhoz, hogy 
3.12 ténylegesen sűrűségfüggvényt határoz meg, be kell látni, hogy JJ fiz y)drdy—1 


J I Ím, yjdz E 


—— [d 
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vő AC TT B z f l T—— ; B i 
ENNE "ENNE éxp 7a V Alr — mi] 74 — ma) dax 





. (AC€— B O L1 l 40— B, 2 
— 4 7 —szEkp 77 A y — Ta ; 


(Az első lépésben az exponensben teljes négyzetté alakítottunk, a második lépésben pedig kihasználtuk, hogy - 


. fir.yidax 
alkalmas paraméterű - normális sűrűségfüggvény integrálja 1.) Azt kaptuk, hogy gl i éppen 
N (ma, AMAC— B? )) 


fi J fiz, y) dr di — L 


süűrűségfüggvénye. — Ezen  sűrűségfüggvény §Y szerinti integrálja 1, így 


Melléktermékként azt 1s kaptuk, hogy a kétdimenziós normális eloszlás marginálisai 15 normálisak: 


t re N(mi.cí). mr N(ma, ci). 


ahol of — C/(AC — B?) és 03 — A/(AC — B?) 


Figyeljük meg, hogy a 
A B gi 
—1 e 1 ú 
mia ( B C ) iz i p a ) 
mátrixok egymás inverzei, ahol 7 — —B/(AC — B"). p-t€ésm kovarianciájának, a ID mátrixot pedig a 


szórásmátrixuknak fogjuk nevezni. Ezek alapján látható, hogy a 3.12 sűrűségfüggvényben az exponensben 
éppen a szórásmátrix inverzével képezett kvadratikus forma áll, míg a v AC — B? konstans szorzó éppen az 
inverz determinánsának négyzetgyöke. 


ah 


4.3. 3.4.3. A függetlenség 


3.32. Definíció. Azt mondjuk, hogy § és "1! független valószínűségi változók, ha együttes eloszlásfiiggyvényük 
felbomlik a két marginális eloszlásfüggvény szorzatára: 


Fe ,Áz, y) — Fs(r) : F.u). r,y € BE. 
Be lehet látni, hogy ez a feltétel ekvivalens a következővel: 
13. 131 Fit — F34 fr Tsa] TT PE —- F3 1P(n — Ia! 


bármely H1 és 52 Borel-halmazra. 3.13 már ténylegesen azt mutatja, hogy a $-vel kapcsolatos események 
függetlenek az 77-val kapcsolatos eseményektől. 


3.7. Feladat. Lássuk be 3.13 alábbi speciális esetét! £ és 77 akkor és csak akkor függetlenek, ha 


Pif € [a1.bi1]. 7 € [a2.b2])) — P(f € [a1. bi])) " PÍn E [a2. ba)) 


ha a1 7 bi, az z ba. 


Fi 
L3 


3.33. Megjegyzés. Ha adott az Fi és F: eloszlásfüggvény, akkor F Ír, y) — Filr)F2 (gy), r.y elR teljesíti a 
kétdimenziós eloszlásfüggvények jellemző tulajdonságait. Ennek mareinálisai éppen Fi és F2. Így mindig van 
értelme a következő megfogalmazásnak: 1Illegyenek § és "71 független valószínűségi változók Fi és PF? 
eloszlásfüggvénnyel ". 














65 
XMLmind XSL-FO Converter 


Valószínűségi változók 


3.19. Példa. A 3.16 [62] Példa (1) részében szereplő § és "7 független (exponenciális eloszlású) valószínűségi 
változók. 


ah 


3.34. Tétel. Legyen 5: 1 együttes eloszlása abszolút folytonos. Ekkor § és 1 akkor és csak akkor függetlenek, ha 
együttes sűrűségfüggvényük a marginális sűrűségfüggvények szorzata: 


(3.14) fe ar ; z fe Ír) foly). Tt.yE KK. 


Bizonyítás. (1) Ha 3.14 teljesül, akkor az együttes eloszlásfüggvény 


Fe a(z, y) — ! 7 zá u, v) dvdu — [re av [84 ujdu — Felr) Fly). 


— a en 


r,y € E. Tehát § és "I tényleg függetlenek. 


(2) Legyen most § és !/ független. Tekintsük a § iz, y) — felrlfaly), r.ye E, függvényt. Ez kielégíti a 
sűrűségfüggvények tulajdonságait. Ennek marginálisai éppen Je és Íw. Az előző rész értelmében 49 marginálisai 
függetlenek. A függetlenség definíciója szerint a független esetben a marginálisok egyértelműen meghatározzák 
az együttes eloszlást. Így a d sűrűségfüggvényhez tartozó eloszlás nem lehet más, mint § és 77 együttes eloszlása. 


3.20. Példa. (1) Lássuk be, hogy ha § és "77 abszolút folytonosak és függetlenek, akkor 5 : "7 együttes eloszlása 15 
abszolút folytonos! Ennek igazolása lényegében az előző állítás bizonyításának második részével azonos. 


(2) Ha a (6.9) pár egyenletes eloszlású a § — [a1. az] x [b1.b2] téglalapon, akkor marginálisai egyenletes 
eloszlásúak az [71 az] illetve (91. 52] intervallumon, és függetlenek. 


(3) Ha §. "7 együttes eloszlása kétdimenziós normális, és kovarianciájuk 9 — Ü (azaz B — 0 a 3.12 képletben), 
akkor a marginálisok független normális eloszlások. 


ah 


4.4. 3.4.4. A kovariancia 


A kovariancia és a korrelációs együttható definíciója és tulajdonságai megegyeznek a diszkrét esetben 
adottakkal. Így részletezni csak a kiszámítási módjukat fogjuk. Először is megjegyezzük, hogy ha 9 : E GR 


mérhető függvény, akkor § (Em) valószínűségi változó. Ha a 5: 7 pár együttes sűrűségfüggvénye fiz. y]), akkor 


Eglt a- [/ [s ír, y]fir.yidzrdy. 





feltéve, hogy a fenti egyenlőség egyik oldalán szereplő mennyiség létezik. 
Ezért 


coviC 7) — E((£ — EL) ln — Er) ) 





kiszámítása a 


cov(t, n) — [ [ (r — Ely — En)flm,yhdrdy. 


illetve a 


covlié, n) — Elfn) — EE 
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összefüggés és az 


En — [/ [ ryflr jjdrdy 


képlet alapján történhet. 


3.35. Megjegyzés. Ha § és 11 függetlenek és véges a várható értékük, akkor 


[d 


(én) — ECEn. 


Ez abban az esetben, ha létezik együttes sűrüűségfüggvény, az 


9- fer T, y, jazdy— ( zfeG Jaz ( ufulu) av — EZEn 


egyenlőség alapján látható be. 


szi 


3.21. Példa. Legyen § és 77 együttes eloszlása normális, 3.12 alatti sűrűségfüggvénnyel. Ugyanúgy eljárva, mint 
a 3.18 [64] Példában 


—- ff zura j)dxrdy 


J l /4C—B2 .1[40—B? , j2 
— ! — ait ——— yexp4——1—— —  :-[y— moj 4. x 
löni a "il gl a 9 "s 


szi 


"VA j Ű . B ű 
——r exp A —— [v Alr— mi) -k —Íy— m. 9 drdiy. 


A belső integrál az - N (mi — (B/Al(y — mo). 1/ A) eloszlás várható értéke, így 5 E(€m) az alábbival egyenlő 


r 1 (f[46-B B l AC — B? z 
AV ON" TE Ti -— a — mali yexp 4 ja WV — mol pr dyz 





ahol 
A 
Ú pa NN (ma. a) 
Így 
j B A B 

Elém] — mima— ————  —  — mima — ———— — — mimat ng. 

(Em) UU2" 446 p 2 ae ia TB 
Tehát 


cov(f .n) — Elén) — EZEn — p. 

Ezzel igazoltuk a korábban már jelzett tényt. 
F 

Gyakorlatok 


1. Válasszunk egymástól függetlenül két pontot ($-t és 7/-t) az egységintervallumban! Lássuk be, hogy a 
szorzatuk sűrűségfüggvénye f(2)——Inz ha0 - z - lés 0 egyébként! 
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É 


"ze Ka "mz ./E2 2 ú s ai ;, 
2. Legyen (E. 9) egyenletes eloszlású az izes vétrsl körgyűrűben. Határozzuk meg £ 
sürűségfüggvényét! 


3. Legyenek § és 77 azonos eloszlású, független valószínűségi változók F eloszlásfüggvénnyel és folytonos 
sűrűségfüggvénnyel. Lássuk be, hogy Max(§. 7) sürűségfüggvénye 2F(r) f (r), 


4. Határozzuk meg — Maxiló].Ínli — sűrűségfüggvényét, ha  §.77 együttes sűrűségfüggvénye 
fiz,y] — [/ (2707)) expj[— [7 v) (299) 


5. Lássuk be, hogy diszkrét valószínűségi változókra a függetlenség Fenlr.y]) — Felr)Fuly) és 
P(G — r.n— y) — Pif — r)Pln — v) definíciói egybeesnek! 


6. Lássuk be, hogy ElS 4 7) — ES 4 Er (ha Ef és En véges) abban az esetben, ha létezik §-nek és 77-nak 
együttes sűrűségfüggvénye! 


7. Dobjunk egy pontot véletlenszerűen egyenletes eloszlás szerint a (0,0), (0,1), (1,0) csúcsokkal rendelkező 
háromszögre. Jelölje (£. 17) a pont helyzetét. Független-e § és 17? 


Ellenőrző kérdések 
1. A perem eloszlásfüggvények meghatározzák-e az együttes eloszlásfüggvényt? 
2. Mit nevezünk együttes sürüségfüggvénynek? 


3. Mikor mondjuk, hogy két valószínűségi változó független? 


5. 3.5. Valószínűségi vektorváltozók 


5.1. 3.5.1. Többdimenziós eloszlások 


Ebben a részben csupán felsoroljuk a valószínűségi vektorváltozók legfontosabb tulajdonságait (bizonyítás 
helyett az egy-, illetve kétdimenziós esettel való analógiára utalunk), és példákat adunk. 


[di [di [di r t rr r ja , r zi 3 § 1T , , yr Ld e. 
Legyenek 81.82... Cn valószínűségi változók. Ekkor a §—(81....:.€n) —— vektort valószínűségi 
vektorváltozónak nevezzük (T a transzponáltat jelöl). A valószínűségi vektorváltozó koordinátáit mindig 
oszlopvektorba rendezve képzeljük el. 


3.36. Definíció. A § valószínűségi vektorváltozó eloszlásfüggvényén az 


Fíri Ta aa aa Tn) s. P(E1 — Ti,Ca a E3..ss.kmn a Tn) 
n-változós, valós értékű függvényt értjük. 
3.37. Tétel. F : IR" —. IE akkor és csak akkor eloszlásfiitggvénye valamely valószínűségi vektorváltozónak, ha 


a) minden változójában monoton nemcsökkenő; 


b) minden változójában balról folytonos; 


lim F(ri.....Tn)— 0... lim ... lim F(ri.....rn)— 1 
c) Tj—— 0 I j j Va Tj1—oc T az —k z 
d) 
8. 19) 3 ! Gr l hite Fi ci MSG vénei  RRÉPTSENTTÉGTÉL tre Te ] se 0 
minden G1 £ D1.. ... an £ bn esetén, ahol €k — Exar H(1— Er)bk, és az összegzés a 0 és 1 számokból álló 
összes lehetséges 71: : : : :n sorozatra terjed ki. (Tehát az 3.15 bal oldalán szereplő összeg 2" számú tagból áll.) 
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3.8. Feladat. (1) Lássuk be, hogy az 3.15-ben szereplő összeg éppen Fldi £ §1 — bi. ... .an £ €n 2 ba)! 
(2) Lássuk be, hogy a marginális eloszlásfüggvények az 


Fz, Ím) — him , F(ri BeNYÉSAZTONE Ta) 


Trj—on 1 ék 


képlettel számolhatók ki (ahol Tk kivételével minden Tr: a cc-hez tart) ! 


" 
2. 


A § valószínűségi vektorváltozó eloszlását abszolút folytonosnak nevezzük, ha létezik f : E" — E, melyre 
TI Tr 
F(ri je. eg) — j si / flti,....ta)dtn...dti 


— — 
1-É éra sát E k 5; mr or or .. , r .. 
VT1, ... .Tn € E. f-et § sűrűségfüggvényének nevezzük. 


Ha f a § sürűségfüggvénye, akkor 


PIE E B) — J vEA / fíri,..., Tnjdri . ..drn 
4 B 


bármely B £ KR" Borel-halmazra. 


3.9. Feladat. Fogalmazzuk meg annak szükséges és elégséges feltételét, hogy f : E" — E sűrűségfüggvény 
legyen. (Az analógia teljes az egy-, illetve kétdimenziós esettel.) 


Fi 
3 


Belátható, hogy a marginális süűrűségfüggvények az 
Té, És - / - j / fÍT1:.... Tn) drei . . . d$5$r-idTrkai .. . d£n 
: BHr—1 


képlettel nyerhetők (ahol az integrálás nem terjed ki a k-adik változóra). 


A következő példa ismét az egyváltozós eset analógiája. 


pals ARE a 


A 
fa" 


A § valószínűségi vektorváltozó §1 : : : : : tün komponenseit (teljesen) ftiggetleneknek nevezzük, ha 


Felri ár ál vált Ő Tn) I Fe [ri Fela) ói ja Fe, Ta 1 


VIT1 , . . . . Tn E JÉ. Abszolút folytonos eloszlás esetén a függetlenség ekvivalens 


Je (ri ha aa E: Bi — Te (ri fen (ra) KN Te, 6 


VT1, ...:.Tn € E teljesülésével. 


5.2. 3.5.2. A várható érték vektor és a szórásmátrix 


Ha X — (8ij) egy valószínűségi változókból álló mátrix, akkor XA várható értéke a komponensei várható 


értékeiből álló mátrix (ha létezik a komponensek várható értéke): 





T — Ű T r y [dé r Ép , ,r y Lé , y 
Ígya§ — (di. . En) valószínűségi vektorváltozó várható érték vektora 


69 
XMLmind XSL-FO Conrverter 


Valószínűségi változók 





Mivel a (€£— E€Jl(£— E€)" mátrix (i.J)-edik eleme (§:— ES(S; — ES; ) , Így VAI (§) (i.J)-edik eleme 
CÖV (E . Gg ). 


var(€) — (cov(é; , éj) ) . 


Részletesebben 
ta — Ki 
Ca — EZ 
varlk ) —E ; j É1—-— [9828 , en [98g 40 Me EL ) it 
ön 7 En 
Ta ri Ji 
I 1 covifi:€a]) st  covlifi En] 
Th új 
cov(f2.€1) Ún e covida En) 
ME. A 
CÖV (En : 61 ) CÖV És fa) ndi Én 
A szórásmártix főátlójában a 81 : : : : : Cn szórásnégyzetei állnak. 


A többváltozós várható érték és szórás legalapvetőbb tulajdonságait a következő példa mutatja. 


3.11. Feladat. (1) Legyen A és b (alkalmas méretű) konstans mátrix, ill. vektor. Igazoljuk, hogy 


E(A£ 14b)— AE£ tb 


var( At hb) — A varlé Ja! I 





(2) Lássuk be, hogy minden szórásmátrix szimmetrikus, pozitív szemidefinit! 


" 
21 


5.3. 3.5.3. A többdimenziós normális eloszlás 


3.38. Definíció. Legyenek 51: 52: : : : : (n független standard normális eloszlású valószínűségi változók. Ekkor a 
KN 3 T , Ld pr d . Lé , e e; rye y y .. . 
E STÉss esta] valószínűségi vektorváltozót n-dimenziós standard normális eloszlásúnak nevezzük. Mivel 


ES; -Ü DóE; — 1 és covigs.§71—0(i - 1], így szf —0 (n-dimenziós nullvektor) és Val (6)—I (nm Xx m-es 


egységmátrix). § eloszlásának jelölése €  N(0,I) 


Legyen most m ER", A n x n-es mátrix és § 5 NT0.1). Ekkor 1— 4A§ tm et n-dimenziós normális 
eloszlásúnak nevezzük. A várható érték vektor és a szórásmátrix transzformációs formulája alapján 51 — m és 
rar FENNT: KSE T eszi , d . Ld í f 

var(m]— AA  — D 77) eloszlásának jelölése Tf 77 A im, D), 


Ha 11— A§4m ahol § 7 N(0,I ), akkor nem invertálható A esetén (azaz, ha det A — (1) "9? eloszlása IE" n-nél 
kevesebb dimenziós lineáris sokaságára (konkrétan Art mire E"f.re) koncentrálódik, így nem lehet 
sűrűségfüggvénye. Mivel 1? szórásmátrixa éppen ) — var(1) — AA" így A pontosan akkor nem invertálható, 
ha D nem invertálható. Ezért TI "- MÍm. D1t elfajult n-dimenziós normális eloszlásnak nevezzük, ha 1 nem 
invertálható. 


Invertálható A esetén létezik sűrűségfüggvény, ami a következő módon határozható meg. 
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§ — AN (0. I) esetén § koordinátái független standard normálisak. Ezért § sűrűségfüggvénye n db egydimenziós 
standard normális sűrűségfüggvény szorzata: 


s szt! x2 ! ! 
Je íz) NI 11 Te; ri) — 11 far ja (5) NI (da jn/2 exp (37 e] 


1—1 1—1 VAI 








ahol T — (z1,....zn)T ER" 


n—- Af tm sűrűségfüggvénye: 


ad [ l [ —1r TE 
fnly) a szag pr 90 (2 ív - m) D " (gy — m)] , yek . 


ahol D — AA! . 


Ez mutatja, hogy a nem elfajult r1-dimenziós normális eloszlást meghatározza a várható érték vektora és a 
szórásmátrixa. (Ez a tény igaz az elfajult esetben is, amit jelöléseinkben már ki 1s használtunk.) 


Tetszőleges normális eloszlás esetén igaz, hogy koordinátái pontosan akkor függetlenek, ha korrelálatlanok. 
Jelenlegi ismereteink alapján ezt a nem elfajult esetben tudjuk bebizonyítant. 


3.12. Feladat. Lássuk be, hogy ha egy (nem elfajult) nm -dimenziós normális eloszlású valószínűségi 
vektorváltozó koordinátái korrelálatlanok, akkor függetlenek! 


Fi 
£3 


5.4. 3.5.4. A konvolúció 


Legyenek § és 77 független valószínűségi változók f, illetve 9 sűrűségfüggvénnyel. Ekkor § 7 77-nak létezik 
sűrűségfüggvénye, melyet a 


h(z) — / Í fliz]Jalz —r]dr 


— [u 


7 e, 


: r1: ;, kszeés d r Fú ETSTT ; r 2 
3.22. Példa. Számítsuk ki normális eloszlások konvolúcióját! § N (mi. ot) és tőle független "7 "7 N (maca) 
esetén § -t 77 sűrűségfüggvénye: 


I l Tf 1 [(r— mij . (z—r— maj! 
híz) — T exp 4 —— [ —  — tt ——— — I ; dr. 
"  2maoijoa 2. ci Ta 


a [d 





. r r r rT — Mi z —- z r B fi . ge1r 
Az exponensben teljes négyzetté alakítunk (a 77 v7i T 92, m— mid omni és 5— €1092/7 jelölésekkel 
élünk): 











(r — mi) Íz — Tr — 19 Jé 
et dat 43 fi B ma ke 

úg e ri 

ÍZ — Tria 2 -- mm 2 8 CT 942 ÍZ — , Jé 
(7- E) / (22) 4 4 els, e 
(TT z (TT Té 

[ — nő [z— mjő 
— 3 73 
Ennélfogva 

l [2 — my T 1 — 2 
h( ) — —— EXD § — . áz. — exp . [a - a ] 
v2ro 7 ds 


71 
XMLmind XSL-FO Conrverter 


Valószínűségi változók 


. , raj új rr , rs ír pé . , pé , r/ ki u. 1 ra í f 2 
Az integrandus éppen ndGW Írri . af JűségVv [rra . ca] így az integrál értéM (rni -bk ma. ci d a) az Nlm, a") 
sűrűségfüggvénye. Tehát ÉS konvolúciója éppen . Más szóval, 
független normális eloszlású valószínűségi változók összege 15 normális eloszlású. 


ah 


Gyakorlatok 


1. Legyenek § , 77, ? független, a 10. 1].en egyenletes eloszlású valószínűségi változók. Lássuk be, hogy 
P(lp" ct-n)—479 


2. Legyenek a § 3-dimenziós valószínűségi vektorváltozó koordinátái független, AN (0. 1) eloszlásúak. Lássuk 
be, hogy § hosszának sűrűségfüggvénye 


A 


flw) — v2/xruw? expl(—w? 72), 


ha u 2 Ü (Maxwell-féle sebességeloszlás). 


3. Legyen 1 normális eloszlású valószínűségi vektorváltozó. Lássuk be, hogy ?/ koordinátáinak bármely lineáris 
kombinációja 15 normális eloszlású! 


Ellenőrző kérdések 
1. Mi a várható érték vektor és mi a szórásmátrix? 


2. Mit nevezünk n-dimenziós standard normális eloszlásnak? 


6. 3.6. A nagy számok törvényei 


6.1. 3.6.1. A Markov- és a Csebisev-egyenlőtlenség 
3.39. Tétel. (Markov-egyenlőtlenség.) Legyen "1 7 Ü valószínűségi változó és ő — Ü rögzített szám. Ekkor 
Pín 2 §]) £ Eln])/ő. 


Bizonyítás. Abszolút folytonos "/-ra bizonyítunk. Mivel "7 7 Ü, így sűrűségfüggvényére: fir) —Ú haz — 0. 


Er — / rfir) dr — / rfirjdr 2 / rfirhdrz ő / fir)dr—őPlín 7 ő). 


fi ő 


a 


ő 


3.40. Tétel. (Csebisev-egyenlőtlenség.) Tegyük fel, hogy a § valószínűségi változónak véges a szórása. Ekkor 
z — Ü rögzített szám esetén 


tan ar Ta Ty 
P(lg— El 2 2) 2D7(€)/ő. 


2 


Bizonyítás. Legyen "! — IS — ES)" 5 — -2. Alkalmazzuk a Markov-egyenlőtlenséget. 


6.2. 3.6.2. A nagy számok gyenge törvényei 

Ebben a részben 81. 82. . . . valószínűségi változók egy sorozatát fogja jelölni, $n —§i tb: tűn, n— I. 2... ., 
pedig az ún. részletösszegek sorozatát. A nagy számok gyenge törvénye az alkalmasan normált 5-n sorozat 
sztochasztikus konvergenciáját állítja. 


3.41. Definíció. Azt mondjuk, hogy az Tf : 12 : : : : valószínűségi változó sorozat sztochasztikusan konvergál az 7] 
valószínűségi változóhoz, ha v z - Ü esetén 
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lim P(llm— ng 7 Ez) —0. 
1t—p ÖT 


c ádtelé sek PFP — hm mrn —? j ga § 54 B 
Ennek jelölésére a neee " formulát használjuk. A sztochasztikus konvergenciát más néven 


valószínűségben való (mértékben való) konvergenciának 1s hívják. 


3.42. Tétel. Legyenek §1: 82 : : : . páronként független, azonos eloszlású valószínűségi változók. Tegyük fel, hogy 
Héz 


Za 5 ax Jelölje m — 24: a közös várható értéket. Ekkor 


. aj 
P— lim — — rn. 


n—oc Tr] 


Bizonyítás. A Csebisev-egyenlőtlenség alapján z - (]-ra 


e aA P 
P( 2eJ-P(I5-E(á]) 59) 
ín ri 


e l 2 Ör l sőt . 1 a 
S az" 5) 0 en 2. köll Tsi tr, 


s 1—1 


fa A 
— — TH 
Ni 











ha n — cc. (A számolás során kihasználtuk, hogy páronként független összeadandók esetén a szórásnégyzet 
additív.) 


A nagy számok gyenge törvényének jelentése a következő. §1: 82: : : - úgy tekinthető, mint egy £ valószínűségi 
változóra vonatkozó független megfigyeléssorozat (hisz §:-k azonos eloszlásúak). Így 9r/"! a megfigyelések 
átlaga, míg az m várható érték az elméleti átlag. Tehát a megfigyelések átlaga konvergál az elméleti átlaghoz. A 
törvény , gyenge" jelzője azt jelenti, hogy a konvergencia , csak" sztochasztikus, azaz , nagy n esetén kicsi a 
valószínűsége, hogy 9r/"! nagyon eltérjen rn-től". 

Megjegyezzük, hogy Hincsin bebizonyította, hogy a tétel érvényben marad akkor 1s, ha ELT z 00 helyett csupán 
a Elé: — 50 feltételt követeljük meg. 


6.3. 3.6.3. A nagy számok Bernoulli-féle törvénye 


Tekintsünk egy K kísérletet és abban egy A eseményt, legyen F (4) —p, Ismételjük meg A-t n-szer egymástól 
függetlenül. Jelölje fFAáa/r az A relatív gyakoriságát. Ekkor FaAa/n éppen 5n/" alakba írható, ha 
9n mű t::" Tin, ahol §; jelenti az A bekövetkezései számát a kísérlet 1-edik végrehajtásában. A §:-k 
független Bernoulli-eloszlásúak, F (6 —11)—p Pl5 —0-—1-p Ez pont a 3.42 [73] Tételbeni szituáció 
speciális esete. Így 


[3.16] P— lim sz. PIA). 


n—oc Tr] 


hisz m — ES; — p— PIA]. Az 5n/r sorozat első 200 tagjának viselkedése (PF — 1/2 esetén) a 3.6. ábrán 
látható. 


3.6. ábra - A nagy számok Bernoulli-féle törvénye 


13 
XMLmind XSL-FO Converter 


Valószínűségi változók 


3.16-ot a nagy számok Bernoulli-féle törvényének nevezik. Ennek jelentése az, hogy a relatív gyakoriság 
(sztochasztikusan) konvergál a valószínűséghez. Jelentősége pedig az, hogy a valószínűségszámítás általunk 
ismert modelljében (tételként) megjelenik az a törvényszerűség, amelyet a modell felállításakor mint empirikus 
tényt vettünk figyelembe az axiómák alkalmas megválasztásához. 


6.4. 3.6.4. A nagy számok erős törvényei 


Az erős törvények ún. majdnem biztos (más szóval majdnem mindenütti, ill. 1 valószínűséggel való) 
konvergenciát mondanak kt. 


3.43. Definíció. Azt mondjuk, hogy az TM: 772: - : . valószínűségi változó sorozat majdnem biztosan konvergál az 7] 
valószínűségi változóhoz, ha Mn cc Tin) — ns), ha w € (2 — N, ahol FÍN) —ü, 


Tehát a majdnem biztos konvergencia - egy nulla valószínűségű halmaz kivételével - pontonkénti konvergenciát 
jelent. Ezen konvergencia más elnevezése 1 valószínűséggel való, ill. (mértékelméleti nyelven) majdnem 
mindenütti konvergencia. 


3.7. ábra - Sztochasztikus konvergencia a 3.23 [75]. példában 
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(b) 





0 0.25 1 0 0.25 0.5 : 


(c) (d) 


—k 
as 
EI"? 
TI 
 ] 





Ü 0.5 0.75 T Ü Ú./5 1 


3.23. Példa. Olyan sorozatot konstruálunk, mely sztochasztikusan konvergál, majdnem biztosan azonban nem. 
Legyen (82. A. P) a I0. 1] intervallum a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-mértékkel ellátva. Legyen §1 (u) — L 
w E [0. 1], (u) — 1, ha 9 € ID. 1/2] és 0 egyébként; $3(w) — 1, hav € [1/2. 1] és 0 egyébként; fal) — 1, ha 
w € [0. 1/4lés 0 egyébként, . . ., €8lw) — l ha" € 10. 1/8] és 0 egyébként, . . . Mivel azon intervallum hossza, 
ahol én 7 Ú 0-hoz tart, így án 7 Ú sztochasztikusan. Viszont az az intervallum, ahol §n — L ,, végtelen sokszor 
visszatér" bármely pont fölé, így a fnlu) sorozatban végtelen sok 0, és végtelen sok 1 van. Ezért fnl) nem 
konvergens, 7 E 10, 1] A sorozat 4 tagja (da. €5. 66. §7) a 3.7. ábrán látható. 


ah 


Megjegyezzük, hogy a majdnem biztos konvergenciából viszont következik a sztochasztikus konvergencia. 
Ezek alapján az erős törvények ténylegesen erősebb konvergenciát mondanak ki, mint a gyengék. A 
Kolmogorov-féle erős törvény az alábbit. 


3.44. Tétel. Legyenek 51.82. . . . (teljesen) független, azonos eloszlású valószínűségi változók, tegyük fel, hogy 
IHIÉ-I e — 1 SET m— Tr . . Hé ro GT [3 [8 
ElG] — 00, Ekkor ÖMn-oe 77 mM majdnem biztosan, ahol m — ES: (és őn —d€1 t-t Tf). 


Az utóbbi időben derült ki, hogy nemcsak a gyenge törvény, hanem az erős 15 érvényes csupán páronkénti (azaz 
nem teljes) függetlenséget feltételezve. Azaz az alábbi tétel mind a Hincsin-féle, mind a Kolmogorov-féle 
törvényt maga után vonja. 


3.45. Tétel. (Etemadi tétele.) Legyenek 51: 52: : - . páronként független, azonos eloszlású valószínűségi változók. 
Tegyük fel, hogy ElS:l - 00. Ekkor 


j e. 
lim — — rn 
n—aroc Tr 
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majdnem biztosan, ahol m — ES: (és Sn —t1 tt: tün). 
A Kolmogorov-féle erős törvény alábbi általánosítása Marcinkiewicztől származik. 


Legyenek §1 52... . független, azonos eloszlású valószínűségi változók. Tegyük fel, hogy EléiÍ € 00, ahol 
0 cr 2 és ES; — Ü har 2 l Ekkor 





lim — ( 


n—occ nilr 


majdnem biztosan. A fenti tétel bizonyítása (miként a jelen szakasz további tételeié 15) meghaladja a jegyzet 
kereteit. 


A Marcinkievicz-féle törvényből úgy tűnik, hogy ha §:-nek , elég magas momentuma létezik", akkor §n 

, alkalmasan normálva" majdnem biztosan 0-hoz tart. Azonban r — 3-nél a törvényszerűség jellegében változás 
. Elé. 2 ai karán mi fj Ten 1" r , 

történik: ha ÉlS:I7 7 00, akkor $n/ v"T nem egy konstanshoz tart, hanem normális eloszláshoz (eloszlásban). Ez 


már az ún. központi határeloszlás-tétel , vadászterülete" (a v.""-nel való normálás miatt). 


3.8. ábra - Integrál közelítő kiszámítása 


; Ér a 0 
iz HK) (ak Hi 6 
$. 
18. 
Th a jeg A ft 
Ü 2 et 11 
fh Ld 





§, 


3.24. Példa. A nagy számok törvényének alkalmazásaként bemutatjuk, hogy hogyan lehet integrálokat az ún. 
ni íj "1 ll dési 

Monte Carlo-módszerrel kiszámolni. Legyen / 10, 1] — [0.1] Határozzuk meg Ja fir) dr értékét. Ebből a 

célból tekintsük a §1. 71: 52. 772. . . . független, 10. 1en egyenletes eloszlású valószínűségi változók sorozatát. 


Ekkor (S: . mi) , :1— 1.2.... független, az egységnégyzeten egyenletes eloszlású kétdimenziós valószínűségi 
vektorváltozók. Legyen 
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0; — l, ha f(g) 5 om; 
-—t o 1 0. ha fíG]Jánm 


Ekkor §:-k függetlenek és azonos eloszlásúak. Továbbá 
1 
Eo; — PFÍfIE:) 5 m) — / fir) dr 
ü 


(a valószínűség geometriai kiszámítási módja alapján). A nagy számok erős törvénye miatt 


1 


Tt 


l — 
ma esőt zá (r)dr 
Begányesi Ti 2 E [ at at 


17] 1 


f . 1 ef 
majdnem biztosan. A fentiek alapján a (83. mi), i — 1. 2. . . . sorozat megfigyelésével kiszámíthatjuk Ja fiz) 


et. Az integrál közelítő értéke a függvény görbe alá eső (E. mi) pontok száma osztva az összes (E. Tm) pontok 


számával. Lásd a 3.8. ábrát! 


da 


ah 


Gyakorlatok 


1. Legyen f : [0.00] — [0. 50) nemcsökkenő függvény. Legyen "7! nemnegatív, korlátos valószínűségi változó: 
Ú S 9 £ c. Lássuk be, hogy z — () esetén 


. a. Efin)— file) 
ki fil) 


(Ez a Markov-egyenlőtlenség megfordításának tekinthető.) Legyen § korlátos valószínűségi változó: IS] — €. 
Igazoljuk, hogy 


Me) "A 
P(e—Ee ze EA 
7118 — Ef] 2 £) z ——— 

dei 


(Ez a Csebisev-egyenlőtlenség megfordítása.) 


2. Legyen § binomiális eloszlású P — 1/2 és n — 10 paraméterrel. Adjunk alsó becslést a V — F 4z£z6) 
valószínűségre a Csebisev-egyenlőtlenség felhasználásával. 


3. Legyenek 81... . : £16 független, standard normális eloszlásúak. Adjuk meg £— (ti "tt é16)/16 
eloszlását. A  Csebisev-egyenlőtlenség felhasználásával adjunk felső becslést a Pp— FIlS17 1) 
valószínűségre. 


4. Számítsuk ki az Ja sin dr értékét a 3.24 [76]. példában megadott módszerrel. 
Ellenőrző kérdések 

1. Mit mond ki a Markov- és a Csebisev-egyenlőtlenség? 

2. Mi a különbség a nagy számok erős és gyenge törvényei között? 


3. Mit állít a nagy számok Kolmogorov-féle erős törvénye? 


4. Mit állít a nagy számok törvénye a relatív gyakoriságokról? 


7. 3.7. A központi határeloszlás-tétel 


7.1. 3.7.1. A határeloszlás-tétel lokális alakja Bernoulli-féle 
kísérletsorozatra 
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Pit; —01—g—1—pfifil cp c1hzG— 1.2... oull-eloszls,, — tb... ttén n71.2.. Pf — ÚT B , 
Ő § ES, — nyi 5 — npg j , az ún. — -edik 
részletösszeg. Ekkor binomiális eloszlású, ; 


3.13. Feladat. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben az in, p) paraméterű binomiális eloszlást és az Ínp, npg) 
paraméterű normális eloszlás sürüségfüggvényét! (A 3.9. ábrán a PF — 1/2. n — 590 eget látható.) Ugyanezt 
végezzük el a binomiális eloszlás standardizáltjával és a standard normális eloszlással! Mit tapasztalunk, ha ri 
nagy (P rögzített)? 


"t 
2 


3.9. ábra - A binomiális eloszlás közelítése normálissal 


ü. 12 
0.1 
0.08 
41. Úr 
(1. Ü4 


0.02 


ő a 10 15 2] 28 30 Já 4 aa 


A központi határeloszlás-tétel azt állítja, hogy §n , közelítőleg? normális eloszlású, ha ri , nagy". A pontosabb 


megfogalmazáshoz emlékeztetünk arra, hogy a § in) — olhín]) jelölés alatt azt értjük, hogy Masa EY E s. 
: : 1 HÁTA B 3 (rt — ím kk .n—k 
Továbbá, 9Ím) " hín) azt jelenti, hogy HM ro LT UYÉSN ú Jelölje Fn(K) 5, eloszlását: Falk) — (5) a 3 
k—-Ül.....n 
3.46. Tétel. Legyen 0 £p- 1. Ekkor azon k-kra, melyekre — np] — olnpgj egyenletesen teljesül a 
következő: 
l Ík — npj" 
(3.17) EÜ re ep b E A 
j pg vV2rnpg ; Zn 
A tétel állítása részletesebben kifejtve: 
] ; - 
eg áéej Fk, - 
(3.18) SD e Polk) — 11 —3 
tk : [k—npjágíni] zim exp ( zt Erre! 
5 ak tn NAA z ETETT [/ 


ha n — og, ahol a(m) — olnpg) ő". 

Megjegyezzük, hogy 3.17 jobb oldalán (ill. 3.18-ben 1s) N(np, npg) sürűségfüggvényének a k-helyen vett 
értéke szerepel. 3.17 jelentése tehát az, hogy a , farkak" kivételével a binomiális eloszlás egyenletesen 
közelíthető normális eloszlással. 
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3.14. Feladat. A binomiális eloszlás standardizáltjára mutassuk meg, hogy 


Ön —nn l 2 an vi s 
P ( —  — r ] n —— e 77". mr —olnpgy 
( vnpg v2mnpg I i 


ahol Tv/7Pg Tt NP nemnegatív egész. Innen 











k —nn I 
ÉL — ; j és At — Éra1 — Ér — ; 
vnpg vnpg 
jelöléssel 
éa, — Ha At - d pr E jar 
F 7 BTE ta) as mesjsje tk — olnpg) 
vé "tpd Vé SZTT 


Mit jelent ez utóbbi a standardizált binomiális eloszlás és a standard normális eloszlás sűrűségfüggvénye alatti 
terület viszonyára vonatkozóan? 


Fi 
L3 


7.2. 3.7.2. A határeloszlás-tétel integrál alakja Bernoulli-féle 
kísérletsorozatra 


Az előzőek alapján természetesnek tűnik, hogy az in, p) paraméterű binomiális eloszlásfüggvény közel van 
AN (np. npg) eloszlásfüggvényéhez. Ez igaz is, és pontos bizonyítása az alábbi tételből (és a szakasz végi 
gyakorlatokból) fog adódni. Szemléltetése pedig a 3.10. ábrán látható a P — l/2. n — 25 egetben. 


A binomiális eloszlás standardizáltjának eloszlásfüggvénye az egész számegyenesen egyenletesen konvergál a 
standard normális eloszlás eloszlásfüggvényéhez. Ez részletesebben kifejtve az alábbit jelenti. 


3.47. Tétel. Jelölje b a standard normális eloszlásfüggvényt: 


3 


bib) — —e e Tdr, beER. 


VA 





Fan pedig jelölje a binomiális eloszlás standardizáltjának eloszlásfüggvényét: 


, 9. ny 3 SERNÉT 
F,, (b) — F Z s. b) HE 3 Fa Ínp ST r.npg] , btbEeBRBE. 
i vén pa f i 


r:zb 
ahol az összegzés olyan x-ekre értendő, melyekre Fa argumentumában nemnegatív egész áll. Ekkor 


lim — sup I]F,(b) — Bíb)] — 0. 
Tt— CT 


—ocz bi oc 


A 3.46 [78] és 3.47 [79] tételek az ún. Moivre-Laplace-tétel változatat. 


3.10. ábra - A binomiális eloszlásfüggvény közelítése normálissal 
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Ü a 10 15 20 za 
3.15. Feladat. Vezessük le a nagy számok gyenge törvényét a Moivre-Laplace-tételből! 


7.3. 3.7.3. Valószínűségeloszlások konvergenciája 


A majdnem biztos, ill. a sztochasztikus konvergencia valamilyen értelemben maguknak a valószínűségi 
változóknak a , közelségén" alapul, míg a most bevezetendő konvergencia csupán az eloszlások , közelségén". 


3.48. Definíció. Azt mondjuk, hogy az Fn. n— 1.2. . . . eloszlásfüggvény sorozat gyengén konvergál az F 
eloszlásfüggvényhez, ha 


lim F,(xr) — Flrx) 


Tt—p 0 
teljesül minden olyan x pontban, ahol F folytonos. 


Azt mondjuk, hogy a fn.n— I. 2. . . . valószínűségi változó sorozat eloszlásban konvergál a § valószínűségi 
változóhoz, ha Fe, gyengén konvergál Fe-hez. 


3.11. ábra - Eloszlásfüggvények konvergenciája 
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0 Ü 


3.25. Példa. (1) Ha §Sn egyenletes eloszlású a [L/n,-/n] intervallumon, és § — Ü, akkor §n eloszlásban tart §- 
hez, de Mn. cc Fe, (0) A Fe(Ü) azaz az Fe ugrási helyén nem áll fenn az eloszlásfüggvények konvergenciája. 
Pe, és Pf a 3.11 ábra (a) és (b) részén látható. Másrészt, ha Tin egyenletes eloszlású 1Ü. [/n]-en, akkor 7in 
eloszlásban tart £ -hez, és mh cc Fg.(r) — Felr) minden xr € R esetén. 


(2) Ha Sr egyenletes eloszlású [n. nen, akkor (eloszlásfüggvényét €rn-nel jelölve) 


. He 3 . rtn 
lim G(x) — lim — 
Tt—k DX u n—oc An 


vr€ B. 





— Gír) . 


I 
2 


Azaz eloszlásfüggvények határértéke nem feltétlenül eloszlásfüggvény. (rn és (Gr a 3.11 ábra (c) és (d) részén 
látható. 


ah 


7.4. 3.7.4. A központi határeloszlás-tétel az általános esetben 


A matematikai statisztika módszereinek jelentős része arra a feltevésre épül, hogy a megfigyelt mennyiség 
normális eloszlású. Azt, hogy a megfigyelt mennyiségek igen gyakran (közelítőleg) normális eloszlást követnek, 
egyrészt a tapasztalat mutatja, másrészt elméletileg a központi határeloszlás-tételek támasztják alá. 


3.49. Tétel. Legyenek §1.52: : . . független, azonos eloszlású valószínűségi változók, $n —€1 t""" tűn. Tegyük 
2 2 y fd . y dl . ri : 
fel, hogy 9" — 7851 véges és pozitív, és legyen m — Éji. Ekkor 
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13.19] 





Va 


ri 


A 3.19 képlet jelentése: 5n standardizáltjának eloszlásfüggvénye a standard normális eloszlásfüggvényhez tart 
n — aa esetén. Megjegyezzük, hogy a központi határeloszlás tétel általánosabb alakjai a fentinél jóval 
gyengébb feltételek esetén állítják, hogy valószínűségi változók összegei normális eloszláshoz tartanak. 


7.5. 3.7.5. A központi határeloszlás-tétel lokális alakja 


3.50. Tétel. Legyenek 51. 52: : . . független, azonos eloszlású valószínűségi változók, 8n —§1 t""" Tt Ün. Tegyük 
fel, hogy € " - D€i véges és pozitív és ESi — Ü. Jelölje 57 — Sn/(vna) az §n standardizáltját. Tegyük fel, 
hogy §1-nek létezik sűrűségfüggyénye, mely szakaszonként folytonos. Jelölje fn az $n sűrűségfüggvényét (amely 
a feltételek miatt létezik). Tegyük fel, hogy valamely no-ra Ína korlátos. Ekkor 





lim f,lr) — — e "7 7" reBR. 
Tt—$ KT j fé" 


és a konvergencia r-ben egyenletes. 


Tehát a standardizált részletösszegek sűrűségfüggvénye a standard normális sűrűségfüggvényhez konvergál. A 
tétel bizonyítása megtalálható pl. Rényi (1981) könyvében. 


7.6. 3.7.6. A központi határeloszlás-tétel szemléltetése 

Legyenek §$1:£2.... független, azonos eloszlású valószínűségi változók, "TH — EG a. " -Wé , 
San -fit: "tűn. A központi határeloszlás-tétel alapján, nagy n esetén l$n — ni r]//na) közelítőleg 
standard normális eloszlású. Tehát annak a valószínűsége, hogy valamely la, b] intervallumba esik, nagyjából 


—mő éz 


ml 


1 R) 
annyi, mint a " edés függvény alatti terület la, b] -n. Ezt kísérletileg úgy láthatjuk, hogy 





(81 — nm) /(vnalet sokszor megfigyeljük, és meghatározzuk ezen mennyiség I: bl.be való esésének relatív 
gyakoriságát. 


Ennek számítógépes szimulációval való szemléltetése a következő. Generáljuk (nagy ri-re) 81-82: - : : : Cn-et. 
Határozzuk meg l$n 7 nm (]/(vna) konkrét értékét. Ezt ismételjük sokszor. Ábrázoljuk az egyes 
részintervallumokba esés (relatív) gyakoriságát. 


3.12. ábra - A standardizált bolyongás 
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Valószínűségi változók 


20 
Ü 


Konkrétan a szimmetrikus véletlen bolyongás esetére készítettük el a 3.12. ábrát. Most 


Pif; — 41) ms Fi (s; — —1)—0.5.m— 07 —1 , Így az Sn/vn  -et — kell ábrázolni. A 
0, S1/v..Sz/v2,... . Sn/vTt sorozat (töröttvonallal összekötve) látható az ábrán. Az ri értékét 49-nek 


választottuk (hogy a bolyongás lefolyása jól látható legyen), a becsapódás helyén pedig 1 egységnyi súlyt 
helyeztünk el. 


Ezután egy ri — 100 hosszúságú kísérletsorozatot sokszor (konkrétan 300-szor) megismételtünk. A sok hosszú 
bolyongás becsapódásai az n — IÜ(I-nál lévő függőleges falon megközelítőleg a haranggörbét domborítják ki 
(3.13 ábra). 


3.13. ábra - A standardizált bolyongás ismétléseinek eredménye 
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49 


Valószínűségi változók 





Gyakorlatok 


1. A központi határeloszlás-tétel lokális alakjából (azaz a 3.50 [82] Tételből) vezessük le annak integrál alakját 
(azaz a 3.49 [81] Tételt). 


2. Legyenek CLgCdge ai független, azonos eloszlású valószínűségi változók, 
Fú a a e új ú . 1) : fú Hi 2 
m — Efi.a? — D/£1. 5. —fa t-t bűn. Jelölje Fu az Sn eloszlásfüggvényét, $n pedig az VInm.na") 
eloszlásfüggvényét. Bizonyítsuk be, hogy 


li IF (xr) — $,(rj1—0 


minden r valós számra. Azaz §n eloszlása a neki megfelelő várható értékű és szórású normálishoz van közel. 
A bizonyításhoz használjuk a 3.49 [81] Tételt és azt a tényt, hogy az eloszlásfüggvények konvergenciája 
egyenletes, ha a határ-eloszlásfüggvény folytonos. 


3. Legyenek C1.€2.....512 független, a 10. 1] en egyenletes — eloszlású valószínűségi változók, 

5 —-Cit::"T€12. A központi határeloszlás-tétel és a normális eloszlás táblázata segítségével adjunk 
közelítésta PIA5 E 5 £T1.5] valószínűségre. 

Ellenőrző kérdések 


1. Miben különbözik a nagy számok törvénye és a központi határeloszlás-tétel? 


2. Mondja ki a központi határeloszlás-tételt! 
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4. fejezet - Nevezetes abszolút 
folytonos eloszlások 


1. 4.1. Az egyenletes eloszlás 


1.1. 4.1.1. Az egyenletes eloszlás jelentése 


Ha egy véges intervallumra úgy dobunk egy pontot, hogy az intervallum bármely részintervallumára annak 
hosszával arányos valószínűséggel essen, akkor a pont :xr-koordinátája egyenletes eloszlású. 


A § valószínűségi változót az la, b] intervallumon egyenletes eloszlásúnak nevezzük, ha eloszlásfüggvénye 


í). ha ráz a. 
Fízj— A — Da agrab, 
1. ha ha mr. 


Az egyenletes eloszlás sűrűségfüggvénye 





fir) — ha aárzh. 


h — a 


egyébként / ír) —0, 


4.1. ábra - Az egyenletes eloszlás eloszlásfüggvénye 





0 


a D 


4.2. ábra - Az egyenletes eloszlás sűrűségfüggvénye 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 





a D 


1.2. 4.1.2. Az egyenletes eloszlás jellemző mennyiségei 


A várható érték: 


act bh 
gi 


É 





La] 


A szórásnégyzet: 


2 (b — a)" 


D4-— 





4.3. ábra - 2, ill. 3 egyenletes eloszlás konvolúciója 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 





(b) 





A 4.3. ábra (a) részén 2, (b) részén pedig 3 független, 10, 1]en egyenletes eloszlású valószínűségi változó 
összegének sűrűségfüggvénye látható. A konvolúció simító hatása jól megfigyelhető. 


1.3. 4.1.3. A többdimenziós egyenletes eloszlás 


Legyen G c IR" véges Lebesgue-mértékű Borel-halmaz (azaz G területe, térfogata, . . . véges). Dobjunk G-re 
egy pontot úgy, hogy a G bármely Borel-részhalmazára annak Lebesgue-mértékével arányos valószínűséggel 
essen, akkor a pont § helyvektora egyenletes eloszlású (r-n. 


Ekkor § sürűségfüggvénye fiz) — [/A(G], haz EG, fir) —0 egyébként (ahol A a Lebesgue-mértéket jelöli). 
Az ilyen sűrüségfüggvényű eloszlást nevezzük (7-n egyenletes eloszlásnak. 


Gyakorlatok 
1. Számítsuk ki az [7: bl.n egyenletes eloszlás centrált momentumatt! 


2. Számítsuk ki 2, ill. 3 független, 10. 1] -en egyenletes eloszlású valószínűségi változó összegének 
sürűségfüggvényét! 


3. Igazoljuk, hogy ha ün — € és bn — c, akkor az lan. bn]-en egyenletes eloszlás a c-re koncentrálódó 
(diszkrét) eloszláshoz konvergál! Igazoljuk, hogy ha ün — —es és bn — 3-os, akkor az lan bn] -en 
egyenletes eloszlás nem konvergál semmilyen eloszláshoz! 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


4. Legyen (6.7) egyenletes eloszlású az la, b] x [ed] téglalapon. Határozzuk meg Em) együttes 
eloszlásfüggvényét! Abrázoljuk 1s! 


5. Legyen (E. 9) egyenletes eloszlású G € IR?-n. Milyen G esetén lesz § és 77 független? 
Ellenőrző kérdések 


1. Mi az egyenletes eloszlás definíciója? 


2. Mi az egyenletes eloszlás eloszlásfüggvénye, sűrűségfüggvénye, várható értéke? 


2. 4.2. Az exponenciális eloszlás 


2.1. 4.2.1. Az exponenciális eloszlás definíciója 


A § valószínűségi változót A paraméterű exponenciális eloszlásúnak nevezzük, ha eloszlásfüggvénye: 


ra 


I Ü. xr . ü. 
e e ui 


Itt A — Ü rögzített. 


4.4. ábra - Az exponenciális eloszlásfüggvény 


Ü 





Az exponenciális eloszlás élettartamok és várakozási idők eloszlásaként lép fel. Az exponenciális eloszlás és a 
vele kapcsolatos más eloszlások a sorbanállás-elméletben és a megbízhatóság-elméletben használatosak. 


Az exponenciális eloszlás sűrűüségfüggvénye: 


f(x) s ( u) 2 rt (). 


AETÁAT a (0). 


4.5. ábra - Az exponenciális sűrűségfüggvény 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


se 





Ü 


Ü 


2.2. 4.2.2. Az exponenciális eloszlás jellemző mennyiségei 


A momentumok: 





2.3. 4.2.3. Az exponenciális eloszlás tulajdonságai 











Az exponenciális eloszlás [lörökifjú" : 





Pit cttslézt)— Pl — 5]. t:0. sz 0. 
A fenti egyenlőség jellemzi 15 az exponenciális eloszlást az abszolút folytonos eloszlások között. 


4.1. Tétel. Ha 81.52: : . : . (n független, A paraméterű exponenciális eloszlású, akkor Tin —€1 182 tt" Tűnn- 
edrendű, A paraméterű I -eloszlású, azaz "in sűrűségfüggvénye: 


Anni e7At i 
nit! — ————— . ha t-:(€. 
falt) Ín — 1)! i 


Ezt a speciális IV -eloszlást Erlang-eloszlásnak is nevezik. 


Bizonyítás. Ennek igazolása indukcióval történhet. n — l esetén igaz a képlet, hiszen fi éppen az exponenciális 
sűrűségfüggvény. Az Tin — TIn—1 Tt §n felbontást használva (és feltéve, hogy 7n—1 sűrűségfüggvénye fn—1) Tin 
sűrűségfüggvénye a konvolúciós képlet alapján: 


t 


; 
an-1 ae et atz AT a—At ne 
En Sze Ge a 7ALR— 1) Me ag — f(x. 
J TC At da m—3jr —ajT. 1 du — falt) 


a p 

Hi 

2.4. 4.2.4. A Laplace-eloszlás 

A § valószínűségi változót A paraméterű Laplace-eloszlásúnak nevezzük, ha sűrűségfüggvénye: 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


fir) — Ae irl 


tal FA 


ahol A — Ú rögzített. 


A Laplace-eloszlás más neve: kétoldali exponenciális eloszlás. A Laplace-eloszlás várható értéke és 
szórásnégyzete: 


[s 


2 


M 8 
Ef—0, DÉf——. 


jee 


Gyakorlatok 
1. Egy élettartamot jelentő § 7 Ü valószínűségi változót örökifjúnak nevezünk, ha 
Pltcttitsl£ézt)— P(lt s) 


vs.t - Ü esetén (azaz, ha a t életkort elérte, akkor ugyanolyan eséllyel él még s ideig, mintha éppen akkor 
született volna). 


a. Lássuk be, hogy az exponenciális eloszlás örökifjú! 

b. Lássuk be, hogy ha § 2 Ü örökifjú, akkor exponenciális eloszlású! 
2. Határozzuk meg a Laplace-eloszlás eloszlásfüggvényét! 
3. Ábrázoljuk a Laplace-eloszlás eloszlás- és sűrűségfüggvényét! 
4. Számítsuk ki a Laplace-eloszlás várható értékét és szórásnégyzetét! 
Ellenőrző kérdések 


1. Mi az exponenciális eloszlás sűrűségfüggvénye? 











2. Mit jelent az Llörökifjúság"? 





3. 4.3. A normális eloszlás 


3.1. 4.3.1. A normális eloszlás definíciója 


A normális eloszláson alapul a statisztika klasszikus elméletének túlnyomó része. A § valószínűségi változót 
normális eloszlásúnak nevezzük, ha sűrüségfüggvénye: 


(4.1) 





ahol m E B, c 5 0. 
Jelölése: § "- Mlm. 7), Igazolnunk kell, hogy 4.1 valóban sűrűségfüggvényt határoz meg. 
4.2. Tétel. A 4.1 alatti ! függvény sűrűségfüggvény. 


Bizonyítás. fiz) 50 nyilvánvaló. ! mérhető, mivel folytonos. Továbbá Y — lr— mj]/a helyettesítéssel 


gy 


mi" 
[ ] fr TT i2 1 al ig fj 2 
(4.24) / firid: s / zt dus aj[- / e tödysat-i. 
Be j a ri) E j! e § ? j/ Eeet a 
h F kh " da di ri Ai ri 


ÉR (1 


zzz eEE TI 





Számítsuk ki /7-et. Kettős integrállá alakítással 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


a 


He 
új d ág JENEY  (rddg1ja 
ása — TS Hő - ul; tar [c all : 5 fe mot 2 dedy. 
ü 


T — rTC0s 9, y — Tr 51II6 helyettesítéssel polárkoordinátákra térünk át (a transzformáció Jacobi1-determinánsa r) : 


mT/2 ac 


BE: 
ri al ém TT ad in] FE TT 
PF re" ""drdp— — - s 7 — gy" 
I pjdant d n 2 
ü Úú 


f flirjdr—1 


Így 4.2 alapján , azaz T tényleg sűrűségfüggvény. 


f grafikonja az ún. haranggörbe (Gauss-görbe). Az f függvény rn-re szimmetrikus, f szigorúan monoton 
növekvő a (—990. ml intervallumon. rn -k r-ban f-nek inflexiós pontja van. rn-ben f-nek maximumhelye van, a 
1 














maximum értéke v2rr. c növelésével a harang alakú görbe !(ilaposabbá? válik, c csökkentésével pedig 
csúcsosabbá". A 4.6. ábrán normális sűrűségfüggvények láthatóak rn — () esetén. A csúcsosabbnál gr — (]. 7, a 
folytonos vonallal ábrázoltnál c — l. 














4.6. ábra - Normális sűrűségfüggvények különböző szórásokra 


Ú.§ 


0.5 


0.4 


Ú 3 


0.2 


8.1 





ű I 
-ak v.. 2 -1 ü i 2 J a 


4.7. ábra - Hisztogram és normális sűrűségfüggvény 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


7 
jójHN 

J j 

I 

d LILI 


A normális eloszlásfüggvényre nincs zárt formula, de vannak Jó numerikus közelítések. 





A normális eloszlás a mérési hibák tipikus eloszlása. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy ha a mérési eredmények 
oszlopdiagramját (pontosabban szólva, sűrűséghisztogramját) felrajzoljuk, akkor arra általában jól illeszthető 
haranggörbe (lásd a 4.7 ábrát). 


3.2. 4.3.2. A standard normális eloszlás 


Ha 80 7 N (0, 1], akkor §0-at standard normális eloszlásúnak nevezzük. A 4.8 és a 4.9 ábrán a standard normális 
sűrűüségfüggvény, ill. eloszlásfüggvény látható. Az ábrákon bejelöltük a 0.025 kvantilist: —a — — 1.96 és a 0.975 
kvantilist: a — 1.96. Ez azt jelenti, hogy a sűrűségfüggvény alatt besatírozott két rész mindegyike 0.025 területű. 
Továbbá, hogy az eloszlásfüggvény értéke a —a — —1.38 helyen 0.025, az a — 1.96 helyen pedig 0.975. 


yr yr 


4.8. ábra - A standard normális sűrűségfüggvény 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


0.39HT 





4.9. ábra - A standard normális eloszlásfüggvény 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


1 Krjegej alefetkatetketettet tata tettetatzénézztetzikotszatméészénés -zz 


Gé NB sszssszeg 





A páratlan rendű momentumok nullával egyenlőek, a párosak: 

EAT — (2r — 1)(2r —3)...3-1— (27 — 1)N. 

3.3. 4.3.3. A normális eloszlás jellemzői 

Ha € " N(m. c?) és 11 — af tk b, akkor TI "7 N(am 4 b. ata"), Speciálisan, € standardizáltja standard normális 
eloszlású: (§— m)/a — N(0.1). Másrészt minden normális eloszlás megkapható a standard normális 
eloszlásból: ha §0 "- (0. 1], akkor € — cé0 tm —ref a Ním, a?) teljesül. 

A várható érték: 

Et — rm. 

A páratlan rendű centrált momentumok nullával egyenlőek, a párosak: 

E(t — EZ) — er (2r —1)(2r —3)...3-1. 

Speciálisan, a szórásnégyzet: 

WE — at. 

Ha €1 " NImi. of), Sz " N(rma. c), és €1 és €2 függetlenek, akkor 

ti b ta re N(mi-b ma. eri - rra ]. 
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Nevezetes abszolút folytonos 
eloszlások 


ett lééöőt a 


1. kötet, 55. oldal). Jelölje . a standard normális eloszlásfüggvényt. Ekkor 
bír) s 1—0.5íL1 £ air as b azsr? ha €ad und 


ha T 7 0, ahol ai — 0.196854, az — 0.115194, az — 0.000344 , ay — 0.019527. A közelítés hibája kisebb 
2.5 x 1071-nel. 


[i , KÉT 2 7 E Kell sé " me Te r1" kor r LG LAN ZEN 
Ha €  Ním.a ), akkor Film — da -€£ 7 md 3a]) sz 0.9972. Azaz a normális eloszlású valószínűségi 
változó a saját várható értéke körüli --43a intervallumon kívülre elenyésző (kb. 0.0028) valószínűséggel esik. Ez 
az ún. 3a-szabály (három szigma szabály), amelyet az ipari minőségellenőrzésben rutinszerűen használnak. 


Gyakorlatok 


1. Bizonyítsuk be, hogy normális eloszlású valószínűségi változó lineáris függvénye 15 normális eloszlású! 


e g.yr 


2. Határozzuk meg a normális eloszlás momentumatt a standard normális eloszlásra visszavezetve! 


3. A sűrűségfüggvények konvolúciós formulájával bizonyítsuk be, hogy normális eloszlások konvolúciója 15 
normális eloszlás. 


Ellenőrző kérdések 
1. Mi a normális eloszlás sűrűségfüggvénye? 


2. Mi a 3a-szabály? 


4. 4.4. A többdimenziós normális eloszlás 


A többdimenziós normális eloszlás alapvető szerepet Játszik a statisztikában, így itt részletesen tárgyaljuk. 


4.1. 4.4.1. A többdimenziós standard normális eloszlás 


Legyenek §1.§2..... Cn független, standard normális eloszlású valószínűségi változók. Ekkor a 
IT 


ETEL ssel 


valószínűségi vektorváltozót ri-dimenziós standard normális eloszlásúnak nevezzük. 


Mivel ES; — Ü DE; — Lés covlő:.€j)—0 (li £ 4], így sg —-—0 (n-dimenziós nullvektor) és Var (6)— I (n Xn 


-es egységmátrix). § eloszlásának jelölése § —- N(0. 1). Ha a dimenzióra is utalni akarunk, akkor § "- Na(0, 7), 


4.3. Tétel. € — A(0. 1) sűrűségfüggvénye 





1 l 

5 sag hi: ót —-g! : 
Te UC] [2ar mez exp ( 7 2) 
ököl SÍtisses En)" e KT. 


Bizonyítás. Mivel § NIO. T) koordinátái független, standard normálisak, ezért [5 sűrűségfüggvénye n db 
egydimenziós standard normális sűrűségfüggvény szorzata: 


Tt 


j j ml ri l o l - 
felm) — fe. (r:) — [1 sel (5) a Dr exp [3 zt I 


; í 
— vé ÉTT 








Hi 
4.2. 4.4.2. A többdimenziós normális eloszlás általános alakja 


4.4. Definíció. Legyen m ER", A n x n-es mátrix és § "7 AN (0.1) Ekkor 1— A€ th m.et n-dimenziós 
normális eloszlásúnak nevezzük. 
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r r FF Ld je ff d .. y . y y .. T 
AZ TIlsss a Hn valószínűségi változókat együttesen normális eloszlásúaknak nevezzük, ha s sssafin) n- 


dimenziós normális eloszlású. 

A fenti 7] eloszlása K"-nek az (Az tm : m E BR") lineáris sokaságára koncentrálódik. 

A várható érték vektor és a szórásmátrix transzformációs formulája alapján ÉTI — Mm és var(m) — AA" — D 
1 eloszlásának jelölése YI "7 N(m, D) vagy "I "7 Nam. D), 


Minden m € IK" és DD n x n-es szimmetrikus, pozitív szemidefinit mátrix esetén létezik N (mm. D) eloszlás. A 
kívánt valószínűségi vektorváltozó 11 — v.DÉ 3 m amennyiben § 7 A (0, I) 


4.5. Tétel. 71" M(m. D)-nek akkor és csak akkor van sűrűségfüggvénye, ha D invertálható. Ekkor 11 
sűrűségfüggvénye: 





; I I 
faly) — Cxjr/zfdet pji/z P e (y— m)  D7"(y— m)) ; 


yeR" 


e y y sej — ry mi Ű — fúj fúj T , § ,r yr Új r r 
Bizonyítás. Mivel  — va (m)— AA , így A pontosan akkor nem invertálható, ha / nem invertálható. Nem 
invertálható A esetén 17 eloszlása IR"-nek ri-nél kevesebb dimenziós lineáris sokaságára koncentrálódik, így nem 
lehet sűrűségfüggvénye. Invertálható A esetén a sűrűségfüggvény transzformációval határozható meg. 


HI 
Ha D nem invertálható, TT 77 /V im, Dl.t elfajult n-dimenziós normális eloszlásúnak nevezzük. 


Az H n-dimenziós normális eloszlású valószínűségi vektorváltozó koordinátáinak bármely lineáris kombinációja 
egydimenziós normális eloszlású. 


Ennek igazolására legyen 7—-—4AS$3m , ahol § standard normális, és legyen cEIE" . Ekkor 
Tag — TT fp. e. szélek E : ; s gés s 7 je 

c 7 — 2 10biéi to cimi) ahol b; a cTA vektor i-edik koordinátája. Itt az összeadandók független, 
egydimenziós normálisak, így az összeg 15 egydimenziós normális. 


A fenti megjegyzésben és a továbbiakban az egyetlen pontra koncentrált eloszlást is (elfajult) normális 
eloszlásnak tekintjük. 


4.3. 4.4.3. A többdimenziós normális eloszlás szemléltése 


Könnyen látható, hogy a (nem elfajult) kétdimenziós standard normális eloszlás sűrűségfüggvényének képe 
éppen egy harang alakú felület (egy haranggörbe saját tengelye körüli megforgatottja). 


Általában az TI "- Aelm. D) nem elfajult kétdimenziós normális eloszlás sűrűségfüggvénye a fenti harang 
eltorzítottja". Középpontja rn-ben van, szintvonalai pedig ellipszisek. Egy-egy ilyen ellipszis középpontja 1ri- 
ben van, tengelyei pedig 81 és 82 irányúak és hosszuk v 41-gyel, ill. vAÁz-vel arányos. Itt 81 és 82 a D mátrix 41, 
ilI. Az sajátértékekhez tartozó sajátvektorai. Ez a tény az 














. I I fi 
fiz) — Tazjezzfdet Diz XP (3 —m)" D-"ím — m)) gő 
em He A J LÉ da 


egyenlet megoldásából következik. Ebből ugyanis a D — SAS!" felbontás - ahol § az ortonormált sajátvektorok 
mátrixa, A pedig a sajátértékek diagonális mátrixa - alapján 


re. 
r. 
resz Eszi 
z 


taj ői 


-k 
1 


mise 


tiszt 


adódik. Itt vi és v2 az zt — m vektor két koordinátája az 81 és 82 alkotta bázisban. 


A 4.10. és 4.11. ábrához Tr — (2. 1)" és 
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— 3 v3 1 
2 s 


EN 


KV] 


ÖK ]-T 
LK 
l 


e — gé 
DD — 7 — SAS 


EN 


MI 
mm ei 
bal 
TRM 
EZ] Ha 


Ún ar 


választással éltünk. Így D sajátvektorai 


v3 1 
azCyn 
és 

Ti 
s2-(zg) 


sajátértékeki pedig Ai — lés Az — 1/2. 


4.10. ábra - A kétdimenziós normális sűrűségfüggvény 


f(x,y) 





4.11. ábra - Koncentráció ellipszisek 
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-1 





A 4.10 ábrán a sűrűségfüggvény harangja és annak ellipszis alakú szintvonalai láthatóak. A 4.11 ábrán újra a 
szintvonalak láthatóak, de most a fenti Nolm. D) normális eloszlásból generált 400 véletlen számmal együtt. 
Ezen 400 pont jól mutatja a fenti ellipszisek koncentráció ellipszis elnevezésének a jogosságát: a normális 
eloszlású valószínűségi vektorváltozó a belső ellipszisektől kifelé haladva egyre kisebb valószínűséggel esik. 


Térjünk rá N3lm. D) nem elfajult háromdimenziós normális eloszlás szemléltetésére. Ekkor azon pontok, 
amelyeken a sűrűségfüggvény azonos értékeket vesz fel, egy-egy ellipszoidon helyezkednek el. Ezek a 
koncentráció ellipszoidok. Egy-egy ilyen ellipszoid középpontja mi-ben van, tengelyei pedig 81, 82, 83 irányúak 
és hosszuk VA1-, VAg-, ill. vV/As3-mal arányos. Itt 8:-k (7 — 1, 2.3) a D mátrix sajátvektorai, A;-k (? — 1, 2. A) 
pedig a sajátértékei. A koncentráció ellipszoidokat úgy képzelhetjük el, mint a Föld (vagy egy csonthéjas 
gyümölcs) héjszerkezetét: középen a legsűrűbb az anyag, kifelé folyamatosan ritkul. A normális eloszlás ennek 
megfelelően a középponttól távolodva az ellipszoidok által diktálta ütemben esik egyre kisebb és kisebb 
valószínűséggel. 


Az egyszetűség kedvéért legyen m. — Ű, 1 pedig diagonális mátrix (3. 2. 1) elemekkel a főátlóban. A 4.12 ábrán 


Ns(ím. D) egy koncentráció ellipszoidját látjuk a függőleges koordináta síkok mentén felvágva. A metszeten 
kialakuló ellipszisek az egyre kisebb koncentráció ellipszoidok síkmetszetet. 


4.12. ábra - Koncentráció ellipszoidok 
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y 


4.4. 4.4.4. A többdimenziós normális eloszlás tulajdonságai 


4.6. Tétel. Legyen TI többdimenziós normális eloszlású. Ekkor 1 koordinátái akkor és csak akkor függetlenek, ha 
korrelálatlanok. 


Általában a függetlenségből következik a páronkénti függetlenség, abból pedig a korrelálatlanság. 
Hangsúlyozzuk azonban, hogy fordítva általában nem igaz. A fenti állítás szerint viszont az együttesen normális 


eloszlású esetben a függetlenség, a páronkénti függetlenség és a korrelálatlanság ekvivalens tulajdonságok. 


4.7. Tétel. Legyen TI 7 N.(m. D). Bontsuk fel H — (m.....1m)" -at két részvektorra: Th — Ím. . . . : Tr)" , 
12 — (1-1. . . . . Tin)". Ekkor Ti és TIa akkor és csak akkor függetlenek, ha korrelálatlanok. 


Normális eloszlású valószínűségi vektorváltozó lineáris függvénye 15 normális eloszlású. 

4.8. Tétel. Ha 1" Nalm. D) és T — Am 4 b ahol A a X n típusú márrix, b 4-dimenziós vektor, akkor 

Te Ml(Amáb.ADA!). 

Gyakorlatok 

1. Legyen YI nem elfajult n-dimenziós normális eloszlású. A sűrűségfüggvényeket felhasználva lássuk be, hogy 
1? koordinátái akkor és csak akkor függetlenek, ha korrelálatlanok! Szintén a sűrüűségfüggvényeket 


felhasználva, bizonyítsunk hasonló állítást "/ koordinátái helyett Y/ részvektoraira! 


2. Legyenek €—(f1.....£p)" és 7— (m.....79)" külön-külön többdimenziós normális eloszlásúak és 
függetlenek. Lássuk be, hogy az egyesített 
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j. "eT STAT § ; TT 
CSI ag rk Elő ezstgüfise szaj] 
vektor 15 normális eloszlású! 


3. Legyen £. "7 együttes sűrűségfüggvénye: 


] —m m2 a 7 m yi F Be: 
hír. 1) ti (Ve e ) e7Y 2 (37 szé HI j e7 j 
FsYI 


Mutassuk meg, hogy £ és "7 külön-külön normális eloszlásúak, de együttesen nem azok! 


4. Legyen £:7 együttesen normális eloszlású, azonos szórással. Bizonyítsuk be, hogy § 7 és § —77 
függetlenek és normális eloszlásúak! 


5. 4.5. A normális eloszlásból származó eloszlások 


5.1. 4.5.1. A gamma-fuüggvény 


4.9. Definíció. A 
Taj — / Tini Wet : LT 
0 

a - 0, függvényt gamma-függvénynek (1 -függvénynek) nevezzük. 
4.10. Tétel. 7. T(1) — 1. 
2.Ta)—la—1jI(a — 1]. a : 1. Speciálisan, Tini sin lő nal... 
3.P(3) — vi 
Bizonyítás. 2. Parciálisan integrálva: 

j ax JT if, L ARRNNNNRA 

a nm a a 
ü 


1 
3. A standard normális sűrűségfüggvény integrálja a pozitív féltengelyen 2: 


[a ne 
I KT 
— le :? dt — 
vin. 
(1 
i 


Átrendezve és az 7 — 7 helyettesítést végrehajtva: 





tal FF 


E 


es ac ac 
TT E "la l I 
—z — fe 2d— fe" —a 277 dz — sak "a E. 
v2 Fi u v2 viz £ 
0 jú 
Hi 


5.2. 4.5.2. A khi-négyzet eloszlás 


Az Tin valószínűségi változót n szabadsági fokú khi-négyzet eloszlásúnak ( xő -eloszlásúnak vagy Xn - 
eloszlásúnak) nevezzük, ha sűrűségfüggvénye: 


r2-1e-22—2 


f(íz) — (5) 
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A khi-négyzet eloszlást szokták Pearson-féle eloszlásnak, ill. Helmert-féle eloszlásnak 15 nevezni. 


A khi-négyzet eloszlás sűrűségfüggvénye a 4.13 ábrán látható. 


4.13. ábra - A khi-négyzet eloszlás sűrűségfüggvénye 


ÜK 


Ú.Aa 


0.4 


0.3 


ÜZ 


Ü.1 





5.2.1. A khi-négyzet eloszlás származtatása a normális eloszlásból. 


Legyenek §1 : : : : : Cn független standard normális eloszlásúak. Ekkor "in — él t-etéln szabadsági fokú khi- 
négyzet eloszlású. 


A khi-négyzet eloszlás kiemelkedő jelentőségét a matematikai statisztika számára éppen a normális eloszlásból 
való származtatása adja. A khi-négyzet eloszlás a statisztikában normális eloszlású mintaelemek esetén (pl. a 
széles körben alkalmazott szórásanalízisben) lépten-nyomon használatos. De a nem normális eloszlású 
mintaelemek esetén is alapvető, pl. a khi-négyzet próbák, ill. a likelihood-hányados próbák esetén ez a 
határeloszlás. 

r r , Weéz — ed om, B ; , SZÉT e a j ker, 
Ismeretes, hogy $1 N (0. 1) esetén Eff — 1 Pé — Z így a Xn-eloszlás várható értéke és szórásnégyzete: 
Erin — Ti. Dr — Zn. 


5.2.2. A khíi-négyzet eloszlás tulajdonságai. 


4.11. Tétel. ( YV" addíciós tétel.) Legyenek Tin és Tim független v-eloszlású valószínűségi változók n, ill. m 
AA 
szabadsági fokkal. Ekkor Tin Tt Tim n -- m szabadsági fokú X -eloszlású. 


A tétel szavakban kifejezve: független x-ek összege X, a szabadsági fokok pedig összeadódnak. 


ő (d r 3 2 3 2 [d 
Bizonyítás. Legyenek §1 : : : : : fn-rm független standard normális eloszlásúak. Tin-et 81 To """ t$--ként, Tim -et 
r 2 E 2 d [d 
pedig $n--1 T-t Én4tm-ként reprezentálva, 


a a 
In új IHrn — €1 sr aső Éget ái 


adódik, ez pedig n -- m szabadsági fokú khi-négyzet eloszlású. 
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A khi-négyzet eloszlás aszimptotikusan normális, azaz az alábbi érvényes. 


A 
4.12. Tétel. Legyen Tin eloszlása Xn. Ekkor Tin standardizáltja eloszlásban tart a standard normális eloszláshoz: 
Inn 


s 
v2n 





N(0, 1) 


eloszlásban, midőn n — cx. 


köszi VAL! 
mi Ez 


. Mivel 


TT 


A ; : dá j 262 
Bizonyítás. Állítsuk elő 7in-et független standard normálisok négyzetösszegeként: Tin — 81 tstst 
er v s. , 
Enn — n Drn — Zn, így a standardizált: 


Ta a 
n—-n  €jt-etén en 
/ HI hú" 
vén vén 


De Itt az összeadandók függetlenek és azonos eloszlásúak, ezért a központi határeloszlás-tétel miatt a fenti 


r 
í 


kifejezés eloszlásban A (0. 1.hez konvergál. 


A fenti tételből következik, hogy nagy n esetén a x6-eloszlás az Mn. 2n) eloszláshoz van közel. A Xin és 
AN (30. 60) sűrűségfüggvénye a 4.14 ábrán látható. 


4.14. ábra - xávés A(30. 60) sűrűségfüggvénye 


Ü.Ü7 

0.06 Kan 

0.05 ze N(30,60) 
og kt 5, 

0.04 je fi .? 


0.03 


Ü.Ü2 


1.01 





5 10 15 20 a 30 35 40 45 5 55 


5.2.3. A nem-centrált khi-négyzet eloszlás. 
Legyenek 81 : : : . : "n független normális eloszlású valószínűségi változók: $i "- N (a; . 1] 1— 1,... .n. Ekkor a 
A 


(4.3) (a mél FE 


It 2 ez s. , rr [d je A 
valószínűségi változót n szabadsági fokú, A — 9) 17 nem-centralitási paraméterű nem-centrált khi-négyzet 
mi 
eloszlásúnak nevezzük. Jelölése x3.(A/, 


y 24, E [AN [ART A .. y 
4.15. ábra - xövés x2ol5) sűrűségfüggvénye 
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2 25 30 Ja 40 ga 


na 


Lee] 
szaja 
Kai 
fg TA 
7 


A nem-centrált khi-négyzet eloszlás abban a speciális esetben, amikor a kiinduló §i valószínűségi változók 0 
ői [d ő [d d d IT. — 2 
várható értékűek, éppen a korábban megismert (centrált) khi-négyzet eloszlás. Azaz Xn 0) Ex. 


a a ai ; 8 fi 
A Xön és X0l5) sűrűségfüggvénye a 4.15. ábrán látható. 


A következő állítás azt mutatja, hogy nem kell a £:-k a: várható értékeit külön-külön ismerni, az eloszlás csak a 
m 2 s esla fess jött dö 
A — 2 1-1 di nem-centralitási paramétertől függ. 


4.13. Tétel. Legyenek T1 : : : : : Tn független normális eloszlású valószínűségi változók: 
Ti re N(VA.1). ma re N(0, 1). . . . . Ta re A (0, 1). 

ahol A — 0. Ekkor 

Tt bri 


li Z ; NT 
eloszlása megegyezik a 4.5 képletben adott in eloszlásával, bármilyenek is a A— 9) a—18; feltételt kielégítő 
M1. . . . , in számok. 


5.3. 4.5.3. A Student-eloszlás 


4.14. Definíció. Az £ valószínűségi változót n szabadsági fokú Student-eloszlásúnak (t-eloszlásúnak vagy tn- 
eloszlásúnak) nevezzük, ha sűrűségfüggvénye: 


r -k 7) di 
u ui ME sp 
fiz) — ———  vnrT (5) ( §a m) . TeBEk. 


v/ Hi 


HI] 


Azonnal látható, hogy fenti süűrüségfüggvény a 0-ra szimmetrikus. A Student-eloszlás sűrűségfüggvénye a 4.16 
(a) ábrán látható. 


n — 1 szabadsági fok esetén a Student-eloszlás a (A — l. 4 — Ü paraméterű) Cauchy-eloszlás. 











Megjegyezzük, hogy W. S. Gosset írta I! Student" név alatt a cikkeit. 





4.16. ábra - A Student-eloszlás sűrűségfüggvénye 
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ET ib] 
Ü.B 0.5 
! M(0,1) 

Ü.4 18 ü.d éb ai 

ll" 
Fi h! HA SA 
fi égy k Eg Ma 
0.3 FT ÖN Ű.3 r j 


0.2 E j Ü.2 





5.3.1. A Student-eloszlás származtatása a normális eloszlásból. 


4.15. Tétel. Ha § "- AN(0. L], e zat S és H független, akkor 


— 


v/ ni 





31 


F 
t-eloszlású n szabadsági fokkal. 
A Student-eloszlás jelentőségét a matematikai statisztika számára éppen a normális eloszlásból való 


származtatása adja. A Student-eloszlás a statisztikában normális eloszlású mintaelemek esetén (pl. a t-próba, ill. 
t-próba a szórásanalízisben) használatos. 


4.16. Tétel. Ha n — oc, akkor az n szabadsági fokú t-eloszlás AN (0. 1).hez konvergál. 


A ta és az N(0. 1) sűrűségfüggvénye a 4.16 (b) ábrán látható. Megjegyezzük, hogy nagyobb n szabadsági fok 
esetén tn és az VO. 1) sürűségfüggvénye annyira egymásra simul, hogy együtt való ábrázolásuk nehézkes. 


5.3.2. A Student-eloszlás momentumai. 


Legyen ( tn-eloszlású. Ha F - n, akkor a k-adik momentuma nem létezik (ill. végtelen). A páratlan rendű 
momentumok (amennyiben léteznek) 0-val egyenlőek. 





EG — Ü. 
han - lés 
; ri 
még — i 
n—2 
han — 2. 


5.4. 4.5.4. AZ F-eloszlás 


A ( valószínűségi változót 7t."" szabadsági fokú F-eloszlásúnak nevezzük, ha sűrűségfüggvénye: 


r-bhm m me Mm 
r( T ) etmtzt— 








(ír) — —erri 7 er geegi. TrzÜ, 
Ja) Tr 5) Tr 7) Ínx -k mm) 
(). rz(. 
Jelölése: Fn.m. 
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4.17. ábra - Az F-eloszlás sűrűségfüggvénye 


(a) ih] 


V.B 





Az F -eloszlást szokták Fisher-féle eloszlásnak, vagy Snedecor-féle eloszlásnak 15 nevezni. 
Fio.36s Fi10.20 sűrűségfüggvénye a 4.16. ábra (a) részén, Fi10.50-é és Fso.50-é pedig a (b) részén látható. 
5.4.1. AZ F-eloszlás származtatása a normális eloszlásból. 


Az F-eloszlás jelentőségét a matematikai statisztika számára éppen a normális eloszlásból való származtatása 
adja. 


4.17. Tétel. Ha § 7" Xn 7 Ébe Xn, továbbá § és 1! független, akkor 


F-eloszlású n és m szabadsági fokkal. 


5.4.2. Az F-eloszlás momentumai. 


A várható érték (rm —- 2 esetén véges): 


Tt 


LE 





Mae 
rn— 2 


A szórásnégyzet (m 7 4 esetén véges): 


mp 2mín hb m — 2] 
RV 4 — —ee—gt TT 
nlim — 27 ím — 4) 


Gyakorlatok 
1. A 4.12 [102] Tétel alapján lássuk be, hogy nagy n esetén a va-eloszlás az Mn. 21) eloszláshoz van közel! 


2. Számítsuk ki x5(A) várható értékét és szórásnégyzetét! 


3. Igazoljuk, hogy a tn-eloszlás aszimptotikusan standard normális, az alábbi módon. A 
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í 
e k- 
GÖSRMÉ S TERETTT 
TE2H---Ez 
V a] rra 
] TE 
ij a -.--- b F2 
r r1ir.r e. r1" fa LN IEl-T.r. 38 . é 
előállításban § : 51 : : : : :in független standard normálisak. De n 19 l majdnem biztosan, ha n —: cc. 


4. Fogalmazzuk meg és bizonyítsuk be a xv addíciós tételt a nem-centrált khi-négyzet eloszlásra! 
5. Igazoljuk, hogy ha r tn-eloszlású, akkor Tr? F1.n-eloszlású! 

6. Lássuk be, hogy ha ( Fn.m-eloszlású, akkor c Fin.n-eloszlású! 

Ellenőrző kérdések 

1. Hogyan származtatható a v-, t- és F-eloszlás a normálisból? 

2. Mi a X6-eloszlás várható értéke és szórása? 


"a 
3. MI a Xn- és a tn-eloszlás határeloszlása, ha n — oz? 
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9. fejezet - A statisztika alapfogalmai 
1. 5.1. A minta 


1.1. 5.1.1. A minta és a minta realizáció 


A matematikai statisztika szemléletmódja szerint a megfigyelendő mennyiség valószínűségi változó. Jelöljük ezt 
a valószínűségi változót X-szel. Figyeljük meg X-et n-szer, egymástól függetlenül. Jelölje X1. 42. . . . . Xn a 
megfigyelési eredményeket. Ezeket a megfigyelési eredményeket nevezzük mintának. Azonban A 1. : : : : A n-et 
sem egy szám nm -esnek tekintjük, hanem olyan objektumnak, amely magába sűríti a megfigyelések 
eredményeként adódó összes lehetséges szám ri-est. Így az X1. .. . : Xn mennyiségeket is valószínűségi 
változóknak tekintjük. 


ÁZ Air Agg sss An független, azonos eloszlású valószínűségi változókat mintának nevezzük. Rögzített w € !? 
esetén az Ti — Xiliwv)]. ra — Xoliwu). . . . . Tn — Xnlw) szám n-est minta realizációnak nevezzük. (Itt () a 
háttérben lévő eseményteret jelölt.) 


5.1. Megjegyzés. 1. A gyakorlatban mindig minta realizációkat figyelünk meg. Ezek azonban 
megfigyeléssorozatonként különböznek egymástól. A minta elméleti fogalma az összes lehetséges realizációt 
magába foglalja. 


2. Ha X egy valószínűségi változó, akkor X-re vett minta alatt az X -szel azonos eloszlású, független 
Al yklgázwi AX n valószínűségi változókat értjük. 


3. Ha F egy eloszlásfüggvény, akkor F eloszlásfüggvényű populációból vett minta alatt független, F 
eloszlásfüggvényű X1. A2. . . . . AX n valószínűségi változókat értünk. 


4. A statisztika bizonyos JELES a fentinél tágabban értelmezik a minta fogalmát. Például a többdimenziós 
statisztikai analízisben az X1. : : : : An valószínűségi változók többdimenziósak, míg az idősorok analízisében a 
függetlenség (illetve az azonos öjgszlás feltétele nem teljesül. 


1.2. 5.1.2. A statisztikai mező 


A valószínűségszámítás tárgyalása során feltételezik, hogy a háttérben egy (42, A, P) valószínűségi mező áll, az 
X valószínűségi változó (1-n értelmezett, X eloszlásfüggvénye F, és F í15mert. A statisztikában ezzel szemben 
az F eloszlásfüggvény nem ismert (illetve az FF bizonyos paraméterei nem ismertek). A statisztikában 
megfigyeléseket éppen azért végzünk, hogy az F eloszlásfüggvényt megismerjük. 


Legyen § egy nem üres halmaz, minden 1 £ §-ra legyen (82, A, Pa ) ) valószínűségi mező. Az (82. A. Fa). d E za 
összességet statisztikai mezőnek nevezzük. H-t paramétertérnek, elemeit pedig paraméternek nevezzük. 


Az ÁT AM any Xn minta az (? -n értelmezett, a  mintaelemek együttes eloszlásfüggvénye pedig 


IT ösze éttási ANYA ri 
i—1 . tt Folx) egyetlen mintaelem eloszlásfüggvénye, a minta együttes 


eloszlásfüggvénye pedig a függetlenség miatt szorzat alakú. Az Fa eloszásfüggvény éppen akkor lép fel, amikor 
a statisztikai mezőn a Fu valószínűség az aktuális. A gyakorlatban a statisztikai mező a háttérben marad, 
ténylegesen az Fa eloszlásfüggvénnyel dolgozunk. Célunk az ismeretlen 1? paraméter felderítése. 


1.3. 5.1.3. Az empirikus eloszlásfüggvény 
Próbáljuk meg rekonstruálni a minta alapján az F eloszlásfüggvényt! 


Legyen u. £ 1? rögzített, jelölje 


Xflia) z Xőlu) d. d öl) 


az X1Iiv "]. X2lw). Há éri Xnlis) minta realizáció elemeinek nagyság szerint növekvő permutációját. Az 
AX1sS SA £ "tt E An valószínűségi változókat rendezett mintának nevezzük. 
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XI (ia), X3 (u), . . ., XA) az Xi], X2(w), . . . , Xnlu) szám n-es egy permutációjaeX1. X2. . . . , A aböző v- 
kra más és más permutzua z fidja az elemek növekvő sorrendjét. Tulajdonképpen -et mint 
függvényeket (azaz mint — s, függvényeit) kell sorba rendezni, hogy a rendezett mintához jussunk, tehát a 
szükséges átrendezés is függ  -tól. 


Legyen X1:A3 : . . ..: A rendezett minta. A következő leképezést empirikus eloszlásfüggvénynek nevezzük: 


0, haráa XT. 
Eine k, na XA asz s kzl,....n7l, 
hag sz X5. 


Az 5.1. ábrán egy 5 elemű minta empirikus eloszlásfüggvénye látható. Az empirikus eloszlásfüggvény olyan 
lépcsős függvény, amely minden egyes mintaelem helyén x-et ugrik. Természetesen, ha több mintaelem 


egybeesik, akkor n alkalmas többszörösét ugorja. 


5.1. ábra - 5 elemű minta empirikus eloszlásfüggvénye 





Valójában az F függvény a véletlentől is függ, hiszen a mintaelemek valószínűségi változók. 


A továbbiakban legyen -AX1.-X2.. . . . Xn minta egy F eloszlásfüggvényű populációból. Jelölje Fa Ír) az 
empirikus eloszlásfüggvényt. 


5.2. Tétel. Rögzített r € KR esetén az alábbiak teljesülnek: 
a)nby (ar) binomiális eloszlású; 

p) F(z) várható értéke F(r); 

c) Fa ir! szórása 0-hoz tart, ha nm — 00; 


d) En iz] c Fiz) sztochasztikusan, ha n — cx. 


Bizonyítás. a) Nyilván az inF nir)—kj esemény éppen akkor teljesül, ha pontosan k darab mintaelem kisebb 
r-nél. Lévén aztAk c rj,k— 1.....m események függetlenek és P— F (a) valószínűségűek, a binomiális 
eloszláshoz jutunk: 
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hi 


P(nFz(a) —k) — (/ 


Ja — pe", k-ÜlL....n. 


minden :r-re. 

b) Mivel az n rendű, P paraméterű binomiális eloszlás várható értéke "Pp, szórásnégyzete npíl — p), így 
EFőlr) —p— Fir] 

ÉS 


8 I (11—n FírM(1 — Fír) 
mFőír) — zlssstltttblk al ő p) — ille kelme álsz e) I 


( hi 
c) Fi lr) — 0 (n — 50) az előző képletből adódik. 
d) Tetszőleges z -— ( esetén, a Csebisev-egyenlőtlenség alapján 


I I l Fír((1— F(r 
P(lFőlrj— Firj] 5e)e szall szla szllttásáll sz) — Ü, 


[/ E 


ha n — ca. 


Az előző állítás szerint az empirikus eloszlásfüggvény az elméleti eloszlásfüggvény jó közelítése, hisz egyrészt 


Főlr) az F(z) körül ingadozik, másrészt a minta elemszámának növelésével Fa (Ír) sztochasztikusan F(T)-hez 
konvergál. A nagy számok erős törvényét alkalmazva, a sztochasztikus konvergenciánál erősebb, majdnem 
biztos konvergenciát 15 igazolhatunk. 


5.3. Tétel. Bármely rögzített r € IR esetén 


lim Fölr) — Flr) majdnem biztosan. 


TEAT 
Tt—r CT 


lim Főlx- 0) — Flz40) majdnem biztosan. 
Tt—p CT 


Cilssss ff oszel 


Bizonyítás. Az - ccsr) An) valószínűségi változók egymástól függetlenek, azonos 


Bernoulli-eloszlásúak. (Itt h—ce.r) (X1]) a(—o0,x) indikátorfüggvényét jelöli az -X1 helyen.) 
P(rossa(X)— 1) —P(X; cz) — F(x) 

ÉS 

FT ua (X;)—0)—-1— Fír) 

minden : esetén. Másrészt 


KK . d ; 8 
Főlr) sz ri EAK [XX 1 ) — all alla Tk I oo) (Xn )). 
Ez utóbbi mennyiség a nagy számok erős törvénye értelmében az összeadandók közös várható értékéhez, azaz 
F(r).hez konvergál majdnem biztosan. A tétel második állítása hasonlóan bizonyítható. 


Az előző állítás tovább finomítható: az is igaz, hogy Fn az egész számegyenesen egyenletesen tart F -hez 
(majdnem biztosan). Azaz az általunk megfigyelt minta alapján képzett F: függvény segítségével 
rekonstruálhatjuk az általunk nem ismert F eloszlásfüggvényt. Ez adja az alábbi, Glivenkotól és Cantellitől 
származó tétel jelentőségét. 


5.4. Tétel. (A matematikai statisztika alaptétele) 
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sup]Ft(r) — FírjJ 0, hana c 
teljesül 1 valószínűséggel. 


Az előző állításból F;: és F monotonitása alapján igazolható a tétel. 


5.1. Példa. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben a standard normális eloszlás P elméleti eloszlásfüggvényét 
és a standard normális eloszlásból vett 50 elemű mintából meghatározott F5a empirikus eloszlásfüggvényt. A 
mintát generált véletlen számok jelentették a 5.2. ábra elkészítésében. 


ak 


5.2. ábra - 50 elemű minta empirikus eloszlásfüggvénye és az elméleti eloszlásfüggvény 





1.4. 5.1.4. Hisztogramok 


Tekintsünk egy 41. A 2. . . . A n mintát. Beosztjuk a számegyenest 40 7 W1 — """ 7 Ur osztópontokkal. Tegyük 
fel, hogy minden mintaelem beleesik az (40. ur) intervallumba. Jelölje £3 az [4—1. 4) intervallumba eső 
mintaelemek számát, ? — Il... . .Tr. 

Rajzoljunk az [4-1 Yi) intervallum fölé a v;-vel arányos területű téglalapot, 7 — 1l.....r. Így megkapjuk a 
hisztogramot. 


Ha a téglalapok összterülete nr, akkor a gyakorisági hisztogramhoz jutunk. Pontosabban a gyakorisági 
hisztogram az az fn valós függvény, melyre 


fal — d ha r € [v:—1. 4). 1—1.....r. 
I (). har E [o Ur) 


a 
A 


Ha a téglalapok összterülete 1, akkor a sűrűséghisztogramot kapjuk. Ekkor az 2-edik téglalap magassága 


TEÜ di — Mi — 1 1 . 


5.5. Megjegyzés. /. A hisztogram alapján következtethetünk az eloszlásra. Az eloszlás (feltételezett) jellegének 
figyelembe vételével érdemes a hisztogramot megszerkeszteni. A későbbi kiértékelés során figyelembe kell venni, 
hogy az osztópontokat a mintától függetlenül vettük-e fel. Az osztópontok sűrítésével, vagy ritkításával érhetjük 
el, hogy a hisztogram ne legyen se túl durva, se ne , ugráljon". 
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2. Ha a minta feltételezhetően abszolút folytonos eloszlásból származik, akkor a sűrűséghisztogramból 
következtethetiünk a sűrűségfüggvény alakjára. 


3. Ha az eloszlás diszkrét, akkor a hisztogram helyett a relatív gyakoriságokat ábrázoló oszlopdiagramot 
rajzolhatjuk fel. 


5.2. Példa. Generáljunk 1500 standard normális eloszlású véletlen számot. Ábrázoljuk a sűrűséghisztogramot 
ekvidisztáns osztópontok esetén. Próbálkozzunk különböző sűrűségű  osztópontokkal. A 5.3. ábra 4 
részintervallum esetét mutatja, ez a hisztogram túlságosan durva. A 5.4. ábra 13 részintervalluma megfelelőnek 
tűnik. A sűrűséghisztogram mellé az elméleti sűrűségfüggvényt 15 felrajzoltuk. Az 5.5. ábra túl sűrű beosztást 
mutat. 


9 


5.3. ábra - Durva beosztású hisztogram 


ü.4 
0.35 
Ü.- 
ü.245 
Ü. 2 
0.15 
ü.1 


0.05 





5.4. ábra - Megfelelő beosztású hisztogram és az elméleti sűrűségfüggvény 
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5.5. ábra - Túl sűrű beosztású hisztogram 


ü.5 
0.45 
ü.4 
0.35 
Ü.- 
0.45 
Ü.4 
0.15 
ü.1 


0.05 
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5.3. Példa. Generáljunk 200 elemű mintát az n — 7 rendű F — 2 paraméterű binomiális eloszlásból. Abrázoljuk 
közös koordinátarendszerben a relatív gyakoriságokat és az elméleti valószínűségeket. A 5.6. ábrán " jelöli az 
elméleti valószínűségek és a relatív gyakoriságok értékét. 


5.6. ábra - Valószínűségek és relatív gyakoriságok a binomiális eloszlás esetén 


Ü.4 
ü.3 ő 
4 a 
Ü.2 7 
a ar 
Ü.1 
E ak 





ah 


Gyakorlatok 


1. Legyen Fi egy empirikus eloszlásfüggvény, F egy folytonos elméleti eloszlásfüggvény. Adjunk algoritmust 
a 


supjFs(z) — Fiz)i 


mennyiség kiszámolására. 
2. Legyen Fa és Gin két empirikus eloszlásfüggvény. Adjunk algoritmust a 


sup [Főlx) — Gt (xi 


Tk 
mennyiség kiszámolására. 


3. Generáljunk 100 elemű mintát A — 2 paraméterű exponenciális eloszlásból. Ábrázoljuk az empirikus 
eloszlásfüggvényt, valamint a sűrűséghisztogramot. 


4. Generáljunk 100 elemű mintát a 10. 1 en egyenletes eloszlásból. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben az 
empirikus eloszlásfüggvényt, valamint az elméleti eloszlásfüggvényt. Cseréljük ki az ábrán az egyenletes 


N(3 


1 4 
elméleti eloszlásfüggvényt az 7" "2" 12/ eloszlásfüggvényére. 


mm eF nal been sé tág 
5. Generáljunk 200 elemű mintát "" — ":— 27 paraméterű binomiális eloszlásból. 
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a. Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben a relatív gyakoriságokat és az elméleti valószínűségeket. 


N (a 1) elméleti 


b. Abrázoljuk közös  koordinátarendszerben a  sűrűséghisztogramot és az 
sűrűségfüggvényét. 


Ellenőrző kérdések 

1. Mi a minta? 

2. Mi az empirikus eloszlásfüggvény? 
3. Mit állít a statisztika alaptétele? 


4. Mi a sűrűséghisztogram? 


2. 5.2. Statisztikák 
2.1. 5.2.1. Az empirikus közép 


Legyen X1. : . . . Xn minta X-re. Az 


an . 
meeeg Made ssszh ő] 


Tr" 


valószínűségi változót empirikus középnek (más szóval minta átlagnak) nevezzük. 


Tegyük fel, hogy X-nek létezik véges várható értéke: m — EX. Amennyiben mr nem ismert, úgy a minta 
alapján meghatározható X segítségével következtethetünk rrn-re. X várható értéke és szórásnégyzete: 


ahol v" — DX az elméleti szórásnégyzet. 


2.2. 5.2.2. Az empirikus szórásnégyzet 


Az 


mennyiséget empirikus szórásnégyzetnek nevezzük. Az empirikus szórásnégyzet alapján következtethetünk X 


ismeretlen (elméleti) szórásnégyzetére. Ki fog derülni, hogy erre a célra alkalmasabb 7. alábbi módosítását 
használni. Az 


T 1 d 1 —ű 

a b (( va pez ÉLg 

s - (X; A 1" 
ve MT 1 d j 


1—1] 





. , . y . . y aj y .. a § bed r yr ,r r r § 
mennyiséget korrigált empirikus szórásnégyzetnek nevezzük. 5n numerikus kiszámolására és elméleti 
vizsgálatára 1s alkalmas az alábbi ún. Steiner-formula. 


5.6. Tétel. Tetszőleges a £ B esetén 


Tt 
ns 9 (XX; — a — nix — aj. 
1-1 
Bizonyítás. A következő átalakításokat végezzük: 
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nsz — a [(X; — a)— (X — a) ú 


1—1] 


—- (X— aj —2Y(X— aj — a) DK — a) 


1—1 1—1] 1—1 


— 9 (XI; — a —nix —ay. 


1—1] 
Hi 


aa el yr r r yr yr a r Ld r jei si 
5 a várható értékét a Steiner-formulába a — rn-et írva számolhatjuk kt: 








r l ed: 9 r Ti ezi na 
úri a MEN e. p-] — 1. 
Es — KR ) [X; — rni 17 Eza ÍX — ri" 
FL ! JT hi . sg 














Tt 
n—]lé Ti — 
1—1 
Tt 
l VAN v Fk v3 
sz ) ELX; — m)" — EÍX — m)jő 
nr—]éi r—1 
1—1] 
, 2 
ri 9 no og a 
— (TT  — — s 


n-1 n—1ln 


Tehát a korrigált empirikus szórásnégyzet várható értéke éppen az elméleti szórásnégyzet. 


2.3. 5.2.3. A statisztika fogalma 


Legyen A 1. . . . . Xn minta X-re. 


5.7. Definíció. Legyen T : IR" 6 IR" Borel-mérhető függvény. Ekkor a § 4; 6. CIRRERBB Xn) valószínűségi 
vektorváltozót statisztikának nevezzük. 


A fenti definícióban k rögzített pozitív egész szám, k értéke leggyakrabban 1. Az empirikus közép az egyik 
legegyszerűbb statisztika, ekkor a 7 függvény: 


I l 
TÍTi..... Tn]) — [ri tb: Ta). 


Ti 


Természetesen 55 és Sn is statisztikák. Az Fn empirikus eloszlásfüggvény is statisztikának tekinthető: rögzített 
r mellett a fenti értelemben, ha pedig függvénynek tekintjük, akkor kissé általánosabban, IR" helyett a lépcsős 
függvények halmazát véve 7 képterének. 


Az empirikus közép és az empirikus szórásnégyzet az empirikus momentumok speciális esetei. A k-adik 
empirikus momentum: 


1 katt si; 
— XT 


1—1] 


A k-adik empirikus centrált momentum 


2.4. 5.2.4. Az empirikus korrelációs egyuttható 


Tegyük fel, hogy az X és az Y valószínűségi változókat egyszerre meg tudjuk figyelni. Legyen 


Ge 
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n megfigyelés az (X. (x,y ) Ttdimenziós valószínűségi vektorváltozóra (azaz a fenti valószínűségi 
vektorváltozók független, -vel azonos eloszlásúak). Az 


mennyiséget empirikus kovarianciának, a 


Me. (X.— XJG—Y) 


2417] 


vOzaG—-xpy ein -Y) 
mennyiséget pedig empirikus korrelációs együtthatónak nevezzük. 


Az empirikus közép és az empirikus szórásnégyzet eloszlását tekintjük normális eloszlásból vett minta esetén. 
Legyen X1. A 2, . . . , X.. minta az Mím. a?) eloszlásból. Ekkor X eloszlása M ím. e? /n), Valóban, független, 
normális eloszlású valószínűségi változók összege normális eloszlású, míg EX — m DX — a /n. 


5.8. Tétel. Normális eloszlásból vett minta esetén X és ön "függetlenek. Ha X eloszlása M Im. c? ]), akkor X 
(n—11 at2 
eloszlása Mm. a? /n) és "sz sm eloszlása VA-1: 


5.9. Következmény. Normális eloszlásból vett minta esetén 


Tt [A — Tri ) 

E ; áj mi X—mi (2-0 . w2 ed. ő Bé ú 
tn—1 eloszlásu. Ez abból adódik, hogy a standard normális, — a:  — pedig "n-1 eloszlású, és egymástól 
függetlenek. 

Gyakorlatok 


1. Legyen 37.2, 36.8, 37.9, 36.1, 36.7, 37.1, 36.7 egy minta. Számítsuk ki az empirikus közepet és az empirikus 
szórásnégyzetet. 


2. Az empirikus kovariancia kiszámításához lássuk be, hogy 


Tt Tt 
) (z— 7) (yi — 9) — ii — nm y. 
1-1 1-1 
3. Irjunk programot az empirikus közép, az empirikus szórásnégyzet és az empirikus kovartancia kiszámítására. 
Ellenőrző kérdések 


1. Mi az empirikus közép és empirikus szórásnégyzet? 


2. Mi lesz az empirikus közép és a korrigált empirikus szórásnégyzet eloszlása normális eloszlásból származó 
minta esetén? 


3. Mi a Steiner-formula? 


3. 5.3. Statisztikai adatok áttekintése 


3.1. 5.3.1. Az adatok elemzésének lépései 


Általánosan a statisztika feladatai közé tartozik a kísérletek megtervezése, az adatok vételének (a méréseknek, 
adatgyűjtésnek) a megszervezése, az adatok tárolásának és számítógépes feldolgozásának megoldása. Jelenleg 
csak arra az esetre koncentrálunk, amikor már megvannak, és számítógépen (vagy írásban) tároltak az adatok. 


Az adatok előzetes áttekintésekor figyelembe kell venni, hogy 
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e milyen formában tároltak az adatok; 

e mekkora az adathalmaz; 

e homogének-e az adatok; 

e vannak-e hiányzó adatok; 

e az adatok számértékűek vagy általánosabb értékűek; 
e hány dimenziósak az adatok; 

e az adatok egészek, vagy törtek; 

e az adatok csoportosítottak-e. 


Ezek után kerülhet sor a minta numerikus és grafikus jellemzőinek meghatározására. 


3.2. 5.3.2. A minta numerikus jellemzői 


Ha a mintaelemek az T1. . . . : Tn valós számok, akkor az alábbi numerikus jellemzőket kell kiszámítani: 
e a középérték jellemzésére: empirikus közép, medián, módusz; 
e a szóródás jellemzésére: empirikus szórásnégyzet, szórás, minta terjedelem, minimum, maximum; 


e az eloszlás jellemzésére: empirikus kvantilisek, ferdeség, lapultság. 


3.3. 5.3.3. A minta középértékének és szóródásának leírása 


A minta középértékét az empirikus középen kívül jellemezhetjük a módusszal és a mediánnal 15. Az empirikus 
módusz az a mintaelem, amely leggyakrabban fordul elő. (Ha több ilyen érték van, akkor pl. a legkisebbet 
tekintik ezek közül.) Az empirikus medián egy X1 5 """5 An (rendezett) minta esetén X (n-41)/2, ha n 


páratlan, és Xn? T Xraa1) 


mintaelem átlaga.) 


" ha n páros. (Azaz a medián a középső mintaelem, vagy a két középső 


Az alábbi I1 elemű rendezett mintát tekintjük: 


0.8, 11. 13 135 ld 142 ld Id l4á44 Il. 139. 


Ennek mediánja a 6. rendezett mintaelem: H — Ti — 1.42 módusza a leggyakoribb elem 77 — Ts — Tg — 1.44 


míg az empirikus közép r — 1.350. 


A minta szóródását az empirikus szóráson kívül jellemezhetjük a legkisebb és legnagyobb mintaelem 
különbségével. Ez a minta terjedelme (range): Án 7 X1. 


3.4. 5.3.4. A minta eloszlásának leírása 


A minta elhelyezkedését jellemezhetjük a kvantilisek segítségével. A t/0-os empirikus kvantilis az a legkisebb 
mintaelem, amelynél a mintaelemek t/1-a kisebb vagy egyenlő. A 25/-os (ill. 15/0-os) kvantilist alsó (ill. felső) 
kvartilisnek nevezzük. 


Az előző példában az alsó kvartilis 73 — 1.3 a felső kvartilis 7 — 1.4. 


5.4. Példa. Generáljunk 100 elemű mintát a standard normális eloszlásból. Ábrázoljuk az empirikus 
eloszlásfüggvényt és a 2090-os, 4090-os, 6090-os és 8090-os kvantiliseket. A megoldás az 5.7. ábrán látható. 


5.7. ábra - A 20, 40, 60 és 80 százalékos kvantilisek 
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A 0097 -OJBBB — 0359 OBBIS 


ah 


3.5. 5.3.5. A minta grafikus jellemzői 

A legismertebb grafikus elemzési módok: 

e empirikus eloszlásfüggvény; 

e hisztogram; 

e kördiagram; 

e oszlopdiagram; 

e decimális (stem-and-leaf) grafikon; 

e boxdiagram; 

A két- és többdimenziós adatok grafikus elemzésére 15 ismertek eljárások. 

A minta alapján javasolt az empirikus eloszlásfüggvény és a sűrűséghisztogram felrajzolása. Érdemes velük 
azonos koordinátarendszerben ábrázolni a szóbajöhető elméleti eloszlás, ill. sűrűségfüggvényt az illeszkedés 
jóságának megállapítására. Két minta homogenitásának (azaz azonos eloszlásból származásának) vizsgálatára 


érdemes a két empirikus eloszlásfüggvényt (ill. a két süűrűséghisztogramot) közös koordinátarendszerben 
ábrázolni. 


3.6. 5.3.6. Diagramok 


A gyakoriságok szemléltetésére szolgál a kördiagram és az oszlopdiagram. Az oszlopdiagram alakja hasonló a 
hisztogram alakjához, azonban lényeges különbség, hogy oszlopdiagramon nem számértéküű jellemzőkre 
vonatkozó adatok 15 ábrázolhatóak. 


5.5. Példa. Egy városban megszámolták, hogy milyen színű autóból mennyi van. Az arányok százalékban 
kifejezve: fehér 3090, fekete 590, kék 2590, piros 2090, zöld 390, sárga 17906. A kördiagram az 5.8. ábrán, az 
oszlopdiagram pedig az 5.9. ábrán látható. 


5.8. ábra - A gyakoriságok kördiagramja 


118 
XMLmind XSL-FO Conrverter 


A statisztika alapfogalmai 


züld 


fehér 





sárda 
tekete ú 


kék 


5.9. ábra - A gyakoriságok oszlopdiagramja 


a 


za 


sz 


fehér fekete kék sárga bIrOS zöld 
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3.7. 5.3.7. Boxdiagram 


A boxdiagram eloszlások elhelyezkedésének és szórásának tömör jellemzésére szolgál. A box (doboz) az alsó és 
felső kvartilis által határolt. Jelölje A az alsó és felső kvartilis távolságát. A felső kvartilistől fölfelé mért 1.5 Ah 
és 3 Ah távolság közötti mintaelemeket kiugró értékeknek (outlier) nevezzük, míg a 3 h távolság fölöttieket 
extrém értékeknek. Hasonlóan, az alsó kvartilistól lefelé elhelyezkedő mintaelemek közül kijelölhetők a kiugró 
és az extrém értékek. Az 5.10. ábra bal oldalán egy standard normális eloszlásból generált 100 elemű minta 


boxdiagramja látható, míg az ábra jobb oldalán N(1. 1) eloszlásból generált 100 elemű mintáé. 


5.10. ábra - Boxdiagram 


values 





Colurnn Murnber 


A boxdiagram Jól használható különböző csoportok egyazon jellemző alapján való összehasonlítására. 


5.6. Példa. Az 5.11. ábra azt mutatja, hogy a standard normális eloszlás esetén -0.68 és 10.68 az elméleti alsó és 
felső kvartilis. Elméleti extrém értékek a 4.76-nál nagyobb abszolút értékűek, ezek előfordulása gyakorlatilag 
esélytelen. Elméleti kiugró értékek 2.72 és 4.76 közé esnek abszolút értékben, ezek előfordulási esélye 15 csupán 
0.6690. 


5.11. ábra - Standard normális eloszlás esetén a kiugró és az extrém értékek 
valószínűsége 
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4 76 37 Ú68 0 068 372 476 


F 


Gyakorlatok 


1. Generáljunk 200 elemű mintát a standard normális eloszlásból, számoljuk ki az empirikus mediánt, 
kvartiliseket, empirikus közepet, szórást és ezek értékét hasonlítsuk össze a megfelelő elméleti értékekkel. 


2. Egy statisztikai programcsomag segítségével végezzük el a tárgyalt grafikus elemzéseket. 


Ellenőrző kérdések 
1. Mi a medián és mi a kvartili1s? 


2. Mi a boxdiagram? 
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1. 6.1. Statisztikai becslések 


6.1. Definíció. A 1" statisztikát a t paraméter torzítatlan becslésének nevezziik, ha ET —t. 
A torzítatlanság azt jelenti, hogy a becslés a becsülendő paraméter körül ingadozik. 


6.2. Definíció. A !n sorozatot a t paraméter konzisztens (erősen konzisztens) becslésének nevezzük, ha In — t 
sztochasztikusan (majdnem biztosan). 


6.1. Példa. Legyen X 1. - . . . An minta. Tegyük fel, hogy EXi1 — m véges. Ekkor X az m-nek torzítatlan és 
konzisztens becslése. Valóban, EX — m nyilvánvaló. 


1. I 
X ——(X1-§--bXe]em 
Ti 
majdnem biztosan teljesül a nagy számok erős törvénye miatt. 


moge ari hi 
Ha EXf £ 00 és 07 — ID X1, akkor 577 " a 02 torzítatlan és (erősen) konzisztens becslése. Valóban, És — — 07 et 
már korábban láttuk. Továbbá, a Steiner-formulát használva 


B: (Ag — Tr e. Ég 
jö est — si. 


1—] 


7 e 7 
— er" —(1— erő 








a nagy számok törvénye miatt. 


ah 


Szavakban a fenti képletek az alábbit jelentik. Az empirikus közép az ismeretlen várható érték torzítatlan és 
konzisztens becslése. A korrigált empirikus szórásnégyzet pedig az ismeretlen elméleti szórásnégyzet torzítatlan 
és konzisztens becslése. 


1.1. 6.1.1. A maximum-likelihood-becslés 


A maximum-likelihood elv szerint az ismeretlen paraméter azon értékét fogadjuk el, amely mellett a 
bekövetkezett eredmény maximális valószínűségű. 


6.3. Definíció. Legyen X 1. : : : : An minta egy diszkrét eloszlásból, T1. . . . . tn pedig a minta realizáció. Legyen 
d az ismeretlen paraméter. Az 
TA ss. star ál c PIXIE Mis ss Xn ön] E [I PIA; c 3 
1-1] 
függvényt likelihood-függvénynek nevezzük. Az 
Mari, ....Tn:ód) — log Lími, ....Tn:ú) 
függvényt pedig loglikelihood-függvénynek hívjuk. 


A maximum-likelihood elv szerint £-et kellene maximalizálni 1! szerint. A maximum hely azonban pontosan 
egybeesik / maximumhelyével, hiszen a természetes alapú logaritmus függvény szigorúan monoton növekvő. 
Igy elegendő az ! maximumhelyét meghatározni. 


6.2. Példa. Határozzuk meg a Poisson-eloszlás paraméterének maximum-likelihood becslését! Legyen 
TI... . . , Tn minta A paraméterű Poisson-eloszlásból: 

NT ÚzA 
ki" 





P(Xi1—- kj) — 
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A likelihood-függvény 


i ll ATi 
TÁíri.. sg önt Al E [I e79, 


Tr; ! 





1-1 
a loglikelihood-függvény 


Tt 


Mari... ..Tn. — 9 (mi log A — A — log:r;!). 


1—1 


A maximumhelyet deriválással határozzuk meg: 


Tt 


öllmi,..., Ta; A) le 
aa NEG agas Ils 


1—1] 
Innen 


a Ess 
Acz x dcX 
Ti 


1-1 


a maximum-likelihood becslés. (Ez természetes, hiszen itt A éppen -X 1 várható értéke.) 


ak 


Az abszolút folytonos esetben a likelihood-függvény a mintaelemek együttes sűrűségfüggvénye. 


c B a — 1 s áá 
6.3. Példa. Legyen X1. . . . . Xn minta exponenciális eloszlásból. Határozzuk meg /" — x maximum-likelihood 
becslését. Ekkor a sűrűségfüggvény 


flzd)—et/ő (r:0,45 0). 


A likelihood-függvény 


Tt 


TÁmi, ....za;ú) — [I ed fd. 


1-1 
A loglikelihood-függvény 


Tt 


Hxri,...,Tn:d) — pa (E — log 0) ; 
1 


1—1] 


A maximum meghatározásához deriválunk: 


Da öllenssszni) Len 
(hi 02 2 pl; B 
e. 
Innen 
e l 
ti — — 
ri 


f. —] 
sa ző d. zsák 
a maximum-likelihood becslés. (Ez torzítatlan, hiszen Itt 07— Ta várható érték.) 
ák 
Most a normális eloszlás paramétereinek becslésére térünk át. 


6.4. Példa. Legyen X£ 1. : . . :. Xn minta az rn és c" paraméterű normális eloszlásból. A sűrűségfüggvények 
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. 1 Ím — T7e iz 
a A s - . Ka Mm 
f [e m.agő) — —— e 22 , rel. melE. cg —0. 
I v2Tra 


így a loglikelihood-függvény 





i 7 
§ Lig sé ezt Tk rő] — —— log 2 — 


A megoldandó likelihood egyenletrendszer az alábbi 


Ü gt) 1 rt 
— il Ímri.....Taim. ac] — —r (9. . mr —nm)] — 0 
Ör t " ) erő 24c1 Ti j 
dl Fa gés. 18 2) Ez. sit gzzlsek -dse sza S ű 
gazt Ari... Tam a] — —zart agg éicatmi— mm) — 0. 


amelynek egyetlen megoldása m — X és a? — 55. Mivel 


"a "a ei 
di fé ked — A —— IX —m 
Ha? filet [ — tell e 4 d 

ta 1 — — Tt . mh: 
ak. At ——r(X—m) RT ez dili — mm] 


dazdm — (fae2jő igy 3(e) 








így a másodrendű parciális deriváltakból képzett mátrix az 1 : sm) helyen 


—ár í) 
1 NN 77 ; . 


amely negatív definit, ezért (X. 55) maximum-likelihood becslése az Ím. a") paramétervektornak. 


ih 
1.2. 6.1.2. Konfidencia intervallumok 


Legyen 1 ismeretlen paraméter, 11 és 12 két statisztika. Azt mondjuk, hogy a IT. T2] intervallum 1 — a 
megbízhatósági szintű konfidencia intervallum ű-ra, ha 


P(lú EZ (T1. Ta]) -1— a. 
Itt a szokásos értékei 0.1, 0.05, 0.01. 


6.5. Példa. Szerkesszünk l — a szintű konfidencia intervallumot a normális eloszlás várható értékére, ha a 
szórás ismert. 


ak 
Legyen X1. . . . . Xn minta M Ím. c?) eloszlásból. Ekkor 


X—-m — 0. 
lik vér Fszt AN (0. 1). 





Tehát megadható olyan 7572, hogy 


Pl—ug s É uz un) —1— a. 


sziki azzzél si 


A fenti egyenlőtlenséget átrendezve kapjuk, hogy 


ze ír ze je 
PÍX — u Émá X tur —])—1— a. 
j vö Ti i vö Ti 


Tehát 
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a JT . — tT 
[Ax — Ügsa s: X - Ua /2—] 
ov an 


l — a szintű konfidencia intervallum rn-re. Speciálisan a — (1.1 esetén to.os — 1.64. Így a 9096-os konfidencia 
intervallum 


(IX —1.64—, X - 1.64——]. 
vér vé Ti 


Gyakorlatok 
A r ú , r 
1. Lássuk be, hogy 5: a r"-nek konzisztens, de torzított becslése. 


2. Adjunk maximum-likelihood becslést a  Pareto-eloszlás két  paraméterére. A Pareto-eloszlás 
sűrűségfüggvénye (a - 0 és p - Ü a paraméterek.) 


ma" hi €. 
i Ti : lá € 5. TF. 
fir. a.m) — ( reTr rve 


Í). egyébként. 


3. Adjunk konfidencia intervallumot a t-eloszlás segítségével a normális eloszlás várható értékére, ha a szórás 
nem ismert. 


4. Legyen A 1. . . . . 416 minta Ním.c?) eloszlásból. Tegyük fel, hogy 09-4XxX—-3. Adjunk 9590-os 
konfidencia intervallumot rri-re. 


Ellenőrző kérdések 
1. Mit nevezünk torzítatlan, illetve konzisztens becslésnek? 
2. Mi a maximum-likelihood-becslés? 


3. Mi a konfidencia intervallum? 
2. 6.2. Paraméteres próbák 
2.1. 6.2.1. u-próba. 


A statisztikai hipotézisek vizsgálatára próbákat (teszteket) alkalmazunk. A legegyszerűbb próba az wu-próba. 


aj jj f j 2 4 ei Fal r dl A mr ,r 
Legyen A 1. . . . . Xn minta N ím. c" ) eloszlásból. Tegyük fel, hogy c? ismert. Az rm várható értékre az előírás 
mu. Tehát a 


Hg ,. Mm-rTn 


nullhipotézist kell vizsgálnunk a 
Hi: má mao 


altenatív hipotézissel (ellenhipotézissel) szemben. Hua fennállása esetén az 


X . Tin — 
ut —-— ——— TI 
ír 


statisztika standard normális eloszlású. Tehát ha Ho igaz, akkor u nagy valószínűséggel beleesik egy 
[tUa/2:tUa/2] intervallumba. Ha ez nem áll fenn, akkor az H1 teljesülésére utal. 


Tehát a döntési eljárás a következő. Adott a értékhez meghatározzuk azt az "e /2 értéket, melyre 


FP(—uaya E N(0,1) c Un/2) — a. 
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a az elsőfajú hiba nagysága. Ha "! f [—ugyz Ugye], akkor Ho-at 1— az szinten (azaz (1— a) : I00A 
szignifikancia szinten) elvetjük. Az értékét 0.1, 0.05, 0.01-nek szoktuk választani. 


6.6. Példa. Egy gépen 10 mm átmérőjű tengelyeket kell esztergálni. Mintavétel alapján döntsük el, hogy 
Ha: m — 1ü mm igaz-e. 


Vegyünk egy mintát: -X 1. . . . . X16. Realisztikus feltételezni, hogy a minta normális eloszlásból származik ismert 


szórással. Legyen s — 2. A mintából kiszámoltuk, hogy .X — 10.2. Döntsünk 9096-os szinten Hn és 
Hi: m - 10 mm között. 


A próbastatisztika: 
10.2— 10 — 
u — — gy VIG — Ü.4. 


— 


A standard normális eloszlás táblázatából 
PÍNT(0, 1) 21.64) — B(l.64) — 0.95. 
Azaz taj2— 1.64 Mivel most —1.64 £ u £ 1.64 így Ho-at 9096-os szinten elfogadjuk. 


Az "a/72 meghatározását a standard normális sűrűségfüggvény segítségével az alábbiakban szemléltetjük (6.1. 
ábra). 


6.1. ábra - A standard normális sűrűségfüggvény és "-/2 kapcsolata 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 tk 


0.17 





CEN 


ah 


A Hi: mA mo alternatív hipotézist kétoldali hipotézisnek nevezzük. Az egyoldali hipotézis lehet 
Hi: mz movagy Hi: m : mg alakú. 


. jé . mise 7 88 88 ; ha 79 
Most ismertetni fogjuk az u-próbát egyoldali alternatív hipotézis esetén. Legyen X1. . . . . Xn minta / im,a") 
eloszlásból és legyen c ismert. Vizsgáljuk a 


Ha: m — mao 
nullhipotézist a 
Hi: mimo 


egyoldali ellenhipotézissel szemben. A próbastatisztika most 15 
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Ennek eloszlása akkor és csak akkor standard normális, ha Ho teljesül. H1 igaz voltára az utal, ha u túlságosan 
nagy. Tehát Ha-at elvetjük, ha u ta, ahol ta kritikus értéket a standard normális eloszlás £ 


eloszlásfüggvénye alapján a Blua)J—1— a képletből határozzuk meg. Itt a — Ü az előre megadott elsőfajú 
hiba. tt. meghatározását a 6.2. ábra szemléltett. 


6.2. ábra - A kritikus érték és a standard normális sűrűségfüggvény 


0.5 
0.4 
0.3 
0.2 


0.1T 





2.2. 6.2.2. Elfogadási és kritikus tartomány 


Tekintsünk az X valószínűségi változóra vonatkozóan egy ri elemű mintát: X1.-A 2. . . . . Xn. Az általánosság 
csorbítása nélkül IE"-et tekinthetjük mintatérnek (azaz X1 (ua), X2(i). . . . , Xn) összes lehetséges értékei 
halmazának). 


6.4. Definíció. Legyen Ho: Ű£ 9o a nullhipotézis, Hi: 0 € 81 az ellenhipotézis. Ha -at egyszerű 
nullhipotézisnek mondjuk, ha a egyelemű. 


A próba konstrukciója során a mintateret két diszjunkt halmazra bontjuk. Jelölje őket €-n és €-1. Ekkor 
Cgo U C1 — BR" és Co. N Ci —(. 


Ha a minta Ti.:T2.....Tn realizációja a Co halmaz eleme, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, ha 
(1... . .Tn) € C1, akkor a H1 alternatív hipotézist fogadjuk el. 


6.5. Definíció. A Ca halmazt elfogadási tartománynak, a €1 halmazt kritikus tartománynak nevezzük. 
A 

FeÁCi1) za, ú z Og 

relációt teljesítő az számot a próba terjedelmének (a kritikus tartomány terjedelmének) nevezzük. 

A próba pontos terjedelme 


a — sup F(C1). 
HE-n 


Ha a próba pontos terjedelme a, akkor az l — a értéket a próba szintjének nevezzük. (Az l — a százalékban 
kifejezett értékére szokás a szignifikancia szint elnevezést 15 használni.) 
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Egy-egy konkrét statisztikai próba elvégzése előtt először4Hn próba szintjét (a döntés szintjét) kell rögzíteni. 
Mivel a próba szintje egyféle helyes döntés valószínűsége (1.001 € a — 0.Ltén a miny — ().Jáció az elfogadási 
tartomány eleme), a gyakorlatban kis értéket választunk: . Például azt jelenti, hogy 
döntésünk megbízhatósági szintje 0.95. 


Döntésünk - akár elfogadjuk, akár elvetjük a nullhipotézist - lehet helyes, vagy hibás. A döntés során kétféle 
hibát követhetünk el. 


6.6. Definíció. Ha Ha igaz, és ennek ellenére elvetjük, akkor azt mondjuk, hogy elsőfajú hibát követtünk el. 


Az elsőfajú hiba elkövetésének valószínűsége (egyszerű nullhipotézis esetén): F Ti: . ... Tan) € CilHo) — a, 
Tehát a próba szintjével együtt az elsőfajú hiba elkövetésének valószínűségét 15 rögzítjük. 


6.7. Definíció. Ha a H1 hipotézis az igaz, és mégis elfogadjuk Ho-at, akkor másodfajú hibáról beszélünk. 
Egyszetű alternatív hipotézis esetén másodfajú hibát 
8 — FP(lri,....Tn) E Col Hi] 


valószínűséggel követhetünk el. 


2.3. 6.2.3. Kétmintás u-próba 


Ezzel az eljárással két független, ismert szórású, normális eloszlású valószínűségi változó várható értékének 
azonosságáról dönthetünk. 

ún úr Hi a ue tj 
Legyenek A N (mi. af) , il. Y Nlma2.c3) eloszlású független valószínűségi változók, di és 92 ismert 
paraméterek. X-re vonatkozóan tekintsünk egy "1, Y -ra vonatkozóan egy "2 elemű, egymástól független 
mintát: A 1. A 2. . . . . Anit FI Y2.sss Y na, Legyen a próba szintje 1 — a. Hipotézisünk: 


Ho . mi 7 Tra 


Hi : mié ma. 
A próbastatisztika 


AX yY 
4 — ———— —, 
r ui.) 
Erza 


aj a 
v TEJ ST Ta 


standard normális eloszlású, ha Ha fennáll. A továbbiakban hasonlóan járunk el, mint az egymintás w-próba 
esetén. 


Ha Hi : mi - ma(vagy rni 7 mn2) alakú, akkor az egyoldali próbát kell alkalmazni. 


2.4. 6.2.4. Próbák konstrukciója 


Tegyük fel, hogy 5 mm átmérőjű csapágygolyókat kell gyártani. A minőségellenőrzés során mely tételeket 
nyilvánítsanak jónak, és melyeket selejtnek? Tegyük fel az egyszerűség kedvéért, hogy a gyártás során csupán 
az a hiba léphet fel, hogy a berendezés rossz beállítás miatt túl nagy, vagy túl kicsi golyókat gyárt. Vegyünk 
mintát, azaz mérjük meg n db kiválasztott golyó átmérőjét. Az átmérők átlaga r. Har 5 mm közelében van, 
akkor jók a golyók, ha r túl nagy, vagy túl kicsi, akkor selejtesek. De mik legyenek azok a 1.2 kritikus 
értékek, amelyek alatt, 11I. fölött már selejtesnek minősítjük a golyókat? Ehhez segít hozzá az u statisztika: 


X—5 


ér 





u — vér 
eloszlása Ha : m — 53 esetén standard normális. A standard normális eloszlású valószínűségi változó azonban 


nagy valószínűséggel egy (11. 12) intervallumban veszi fel értékeit. Ha ezen az (tt1. 42) intervallumon kívül esik 
u értéke, akkor arra gondolhatunk, hogy a kiinduló Ha hipotézisünk nem volt igaz, így Ho-at elvetjük. 
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A kritikus tartomány megadása azonban nemcsak a Ho nullhipotézistől, hanem a H1 alternatív hipotézistől is 
Ha : m — 2tsük most azt az H] : m — 2kor az élelmiszerbolt vezetője a sütödétől 2 kg-os kenyereket vásárol. 


al — 


a nullhipotézis, pedig az ellenhipotézis, amit a boltvezető tekint, hisz számára csak § 
túl kicsi kenyér a rossz. Igy csak akkor fogja a szállítmányt visszautasítani, ha a megy — Ksenyerek súlyának 
átlaga túl kicsi. Egyoldali -próbát alkalmazhat, és a kritikus (elutasítási) tartománya alakú lesz. Tehát a 














kritikus tartományt úgy kell megválasztani, hogy a számunkra ! Irossz" esetektől óvjon. 

Mikor Jó egy próbastatisztika? Az w-próba esetén ismeretes, hogy ha a valódi rn paraméter közel van a 
nullhipotézisben szereplő rria paraméterhez, akkor Ho-at kis eséllyel vetjük el, míg ha távol van tőle, akkor nagy 
eséllyel vetjük el a Ho-at. 

A fentiek alapján a próbastatisztika legyen olyan, hogy 


1. eloszlása pontosan ismert Ho esetén, 


2. másképpen viselkedjen, ha Ho nem igaz, mint akkor, amikor Hua igaz, 











3. ha Ho [Inagyon nem igaz", akkor a próbastatisztika viselkedése térjen el nagyon attól, ahogy Ho esetén 
viselkedik. 





Ha a fenti elveknek megfelelő próbastatisztikát már megtaláltuk, akkor annak alapján már tudjuk, merre van a Jó 
és merre a rossz. De pontosan hol húzzuk meg a határt a jó (az elfogadási tartomány) és a rossz (a kritikus 
tartomány) között? Ez az a elsőfajú hiba megválasztásával történik. Ha pl. egy precíziós műszert gyártunk, 
akkor az alkatrészek közül szigorúan válogatunk: vállaljuk, hogy selejtnek minősítünk egy jó alkatrészt is, 
semmint véletlenül rosszat építsünk be. Tehát az a elsőfajú hibát nagynak választjuk. Azt azonban, hogy a 
szokásos a értékek (0.1, 0.05, 0.01) közül melyiket választjuk, a konkrét probléma alapján döntjük el. 


2.5. 6.2.5. Egymintás :-próba 


ér 2 e , , , ro or , , kor . aa 
Legyen X N ím. a") eloszlású valószínűségi változó, ahol az rn várható érték és a c szórás ismeretlenek. Az X 
valószínűségi változóra vonatkozó n elemű minta A 1. X2. . . . . Xn. A próba szintje 1 — a. A hipotézis a várható 
értékre vonatkozik: 


Ha , TR ama 


Hi : m £ ma (kétoldali eset) 


Mm 7 j ; 
Ismert, hogy 57 V" valószínűségi változó Ir — 1) paraméterű t (Student)-eloszlású, ahol 








Tehát ha a nullhipotézis igaz, a 


A — Him — 
jé —————yn 


kk 
faj 
Tt 


próbastatisztika in — 1) paraméterű t-eloszlású. Az in — 1) paraméterű t-eloszlás táblázatából kiolvasható az a 
tn—1l a, 2) kritikus érték, amelyre 


mm 
ezi 


P(tn-1 - bn—1 la/2)) új 


ral 


fennáll. Erre az értékre igaz, hogy 


P(—tn-1 la/2) ati tn—1 az tn—1 (a/2)) te j — fk. 
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A kritikus tartomány tehát: 


. I j a 
Ü il — ( (zi üti ság vág Al Tn) ; It] 7 ba—i (5) 


és az elfogadási tartomány: 


Con — ( (ri jssszüőel § [ói (5) ; 


Egyoldali esetben az ellenhipotézis 
Hi :m - mo Ívagy m a moj) alakú. 


Ekkor azt a tn—1( e) értéket kell kikeresnünk a táblázatból, amely a következő összefüggést teljesíti: 
P(tn—1 2 tn-1 la)) — ű 
a) . 


Az egyoldali ellenhipotézishez tartozó kritikus tartomány: 


(vagy Plta-i £ —tn—ila)) 


Gi s 1 Ír gés al En) .: Éz tn-1 la)i 
(vagy Ci — ((rmi.....Tn):t 2 —tn-iílajkb] . 
Gyakorlatok 


1. Automata csővágó gép 1200 mm-es darabok levágására van beállítva. A levágott cső hossza véletlentől 
függő változó, előzetes adatfelvételből tudjuk, hogy normális eloszlású és szórása 3 mm. Kiválasztunk 16 
levágott csövet. A mintából kapott méretek: 


1193, II95., 1203. 1191. 1195. 1196. 1199. 1131. 
1201, 1196. 1193. 1198. IX. 1196. 1195. 1200. 


Elfogadható-e 9590 -os szinten, hogy az eltérés nem szignifikáns, vagyis a méretek ingadozása csak a 
véletlen műve? 


2. Adott két független minta a c —(.0012 szórású normális eloszlásból. Az egyik, 9 elemű minta 
realizációjának átlaga 0.1672; a másik 16 mérésből álló minta realizáció átlaga 0.1683. Elfogadható-e 9290 - 
os szinten, hogy a két sokaság várható értéke megegyezik? 

Ellenőrző kérdések 


1. Mi a nullhipotézis, ellenhipotézis, elsőfajú hiba, másodfajú hiba, elfogadási tartomány, kritikus tartomány? 


2. Mi az u-próba? 


3. 6.3. KhI-négyzet próbák 


3.1. 6.3.1. Tiszta illeszkedésvizsgálat 


Legyen Ai. . . . : A,. egy teljes eseményrendszer. Legyenek Pi 7 Ü,....pr 5 Ü adott számok, 21-17: — 1. 
Döntsünk a 


Ha : PIA) sg Elst 
nullhipotézis érvényességéről. 


Hajtsuk végre az Ai. . . . . A eseményrendszert tartalmazó kísérletet N-szer, egymástól függetlenül. Jelölje Fk; az 
A; bekövetkezései számát. Képezzük a 
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Tr 


; , (k- — Np; 
yi — "Mlle: hai 1, 
j ba N n; 
1—1 
r a pi ji ra 
statisztikát. Ha Ha fennáll, akkor 4? aszimptotikus eloszlása t- 1. 


A X? statisztika szerkezete: 


§ (megfigyelt érték — várt érték 7 
várt érték I 


A A? statisztika kicsiny volta utal arra, hogy a megfigyelt értékek közel vannak azokhoz, melyeket a Ho 
fennállása esetén várunk. Tehát ha X? kicsi, akkor Ho-at elfogadjuk. Ha X7 nagy (azaz meghaladja a kritikus 
értéket) akkor Ho-at elvetjük. Adott I — a szinthez a kritikus értéket a AZ 1 eloszlás táblázatából határozhatjuk 
meg. A X7-próba nagy W esetén alkalmazható, mivel a statisztika eloszlása csupán aszimptotikusan AT 1. 


6.7. Példa. Állapítsuk meg, hogy egy dobókocka szabályos-e. Jelölje A; azt az eseményt, hogy a kockán í-t 
dobunk (7 — l. . . . . 0). Ekkor 


A kocka 600-szori feldobásakor az alábbi eredmény adódott: 
ki — 83, ka — 81, ks — 122, k4 — 107, ks — 74, kg — 123 
(k; jelöli A; gyakoriságát). A X7-statisztika: 

(83 — 1007 (91—100)j7 . (122 — 100) 


rid ez 
KKNNET" 100 100 
arr E a a a iró E ma n a ey e [! A 
(107 — 100)2  (74—100)2  (123—100)2 9 0g 
100 100 100 


Ha fennállása esetén a X7 statisztika aszimptotikusan A eloszlású. Ho-at akkor vetjük el 1 — a szinten, ha X7 
meghaladja az 1 — a szinthez tartozó kritikus értéket. A kritikus értéket a AS eloszlás táblázatából keressük ki. 
xx — (0.1 esetén ez 9.236, a — 0.01 esetén 15.09, míg a — (.(0Ül esetén 20.51. Tehát Ho-at valamennyi 
használatos szinten elvetjük. 


ah 


3.2. 6.3.2. Az illeszkedésvizsgálat végrehajtása 


A kunduló probléma az, hogy a megfigyelt X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye egyenlő-e az előre 
megadott F" eloszlásfüggvénnyel. Fogalmazzuk át a feladatot az előző sémára. Osszuk fel X értékkészletét 
páronként diszjunkt €1. . . . : £r részhalmazokra. Legyen A; az az esemény, hogy X értéke Cs-be esik. Ekkor 
Ai —1AX E Cif.... Ar IX EC.j az a teljes eseményrendszer, amelyre az előző eljárást alkalmazni 
fogjuk. Jelölje pi a F KK € CG) valószínűséget abban az esetben, ha F az X valódi eloszlásfüggvénye. Az így 
megadott PI. . . . : Pr értékek szerepelnek a 47 próbastatisztikában. 


Figyeljük meg X-et N-szer egymástól függetlenül, jelölje k; az Ai — (X € Cij gyakoriságát. Az így adódó E; 
számokkal készítsük el a 


; —á, Út Np;Y 
A - iket one si a 
2 N p; 
statisztikát. Ha X7 meghaladja az 1 — a szinthez tartozó kritikus értéket, akkor 1] — a szinten elvetjük azt a 
hipotézist, hogy X eloszlásfüggvénye F. 


6.8. Megjegyzés. Mivel a statisztikánk N — cx esetén vett határeloszlása AT 1, így az eljárás nagy N -ekre 
alkalmazható. A kézikönyvek azt ajánlják, hogy a minta elemszáma olyan nagy legyen, hogy minden §; 
gyakoriság legalább 6-nál (más művek szerint 10-nél) nagyobb legyen. Viszont a mintaelemszám általában 
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rögzített. Ilyenkor osztályokat vonunk össze: egyesítjük azokat az Az; eseményeket, melyekre a Fi; gyakoriságok 
kicsik. Az összevonás utáni teljes eseményrendszerre végrehajtjuk a X"-próbát. 


6.8. Példa. Vizsgálandó, hogy az X valószínűségi változó eloszlása megegyezik- -e a A — 4 paraméterű Poisson- 
eloszlással. A  Poisson-eloszlás táblázata alapján az Ai — 1X —ij, 1—0,1,2.3 és 44—1X 24] 
eseményekből álló teljes eseményrendszert érdemes alapul venni, mivel 


Pgo( Ag) — 0.135, Pr (Ai) — 0.270, Prro( Az) — 0.270. 
Pi (A. 1) — — 0.180. Pr (A 1] — — 0.145. 


N — 110 elemű mintát véve X-re, az Ax események gyakoriságára rendre 12. 32. 25. 21. 1Ú adódott. Ekkor 
a  (12—13.5)2 , (32—27)2 , (25—2T (21—18) 
megg tg tg TT ga " 
(10 — 14.57 
kell — 0.166 -- 0.926 -- 0.148 0.5 4 1.396 — 3.136. 


1 — a — 0.9 szinten a Kf táblázatából 7.779 kritikus érték adódik. Így Ho-at 1 — a — 0.9 szinten elfogadjuk. 
ak 

Most azt vizsgáljuk, hogyan dönthető el a normalitás. 

6.9. Példa. Ha: X eloszlása standard normális. 


Jelölje b a standard normális eloszlásfüggvényt. A táblázat alapján 


$(0) —0.5. $(0.5) — 0.6915. B(1) — 0.8413. 
$(1.5) — 0.9332. 9(2) — 0.9772. 


A 
—2., —1.5, —L1, —0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2 


osztópontokat választjuk. A Ha fennállása esetén az egyes intervallumok valószínűségei: 


pi — 6(—2) — 0.0228, pa — 6(—1.5) — 6(—2) — 0.0440, 
ps — $(—1) — 6(—1.5) — 0.0919, pa — $(—0.5) — $(—1) — 0.1498, 
ps — $(0) — $(—0.5) — 0.1915, pg — $(0.5) — $(0) — 0.1915. 

p; — (1) — (0.5) — 0.1498, pg — $(1.5) — $(1) — 0.0919. 
pa — $(2) — $(1.5) — 0.0440, — pig —1— $(2) — 0.0228. 


Az X-re végzett N — I(i megfigyelés alapján az egyes intervallumokba esések gyakoriságaira az alábbiak 
adódtak: 


ki — 70, ka —45, kz— 1lÜL, ka — 132, kz — 274. 
ka — 190, ky — 156, ks — 87, kn —4l, king — 4. 


A XS statisztika: 


(20— 22.877 (45—448Y 9(101—919) 9 (132—149.8j7 


X2 — —— 3 — — 1 —— — 
JB 7 91.9 149.8 
, (224—191.5)2  (190—191.5)2 . (156—149.8)2 , (87—91.9)2 
191.5 191.5 149.§8 91.9 


— 0.344 -- 0.023 4 0.301 4 2.115-- 
- 0.281 - 0.205 -- 15.502 — 25.136 
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Ho-at minden használatos szinten elvetjük, hisz a AG táblázat alapján a 0.95 szinthez 16.92, a 0.99 szinthez 
21.67, sőt még az 0.995 szinthez 15 csupán 23.59 kritikus érték tartozik. A statisztikánk aktuális értéke még ezen 
legutóbbit 15 meghaladja. 


ah 


3.3. 6.3.3. Becsléses illeszkedésvizsgálat 


A gyakorlatban az eloszlásfüggvény alakjára van feltételezésünk, azonban az eloszlásfüggvény bizonyos 
paraméterei nem ismertek. Legyen 


Ho: PÍX z E) — F(t: di... . , 0), 


ahol az Flt: 1... ...Ú5) eloszlásfüggvényében a Mlgesés Ú s) (egydimenziós) paraméterek ismeretlenek. A 


minta alapján becsüljük meg az ismeretlen paramétereket maximum-likelihood módszerrel. Jelölje Ú; a Ú; 
maximum-likelihood becslését. Vizsgáljuk a 


HI: P(X c t) — F(t:d1,.... 05) 

hipotézist a korábban ismertetett eljárással. A módszerben a változás csupán annyi, hogy a X7-eloszlás 
szabadsági fokát a becsült paraméterek számával kell csökkenteni, azaz a kritikus értéket A 1-s táblázatából 
kell kikeresni. 


3.4. 6.3.4. Függetlenségvizsgálat 


Legyen 4Ai1.4Az.....Ar és Bi.B2.....Bs két teljes eseményrendszer. A két teljes eseményrendszer 
függetlenségét vizsgáljuk: 


[6.11 Ha: PIA: n B.) s FPIANgGPIB; I. gml o... Fr. Tamil... s: 8 , 


Amennyiben a két teljes  eseményrendszerhez tartozó valószínűségek ismertek, akkor tiszta 
illeszkedésvizsgálatra vezethető vissza a feladat: 


Haz PIA TB] cik 4 L seas TE yeesgő 

ahol Pi — P(A:]. aj — P(B;) előre megadott számok. Mivel Itt 
(4. NB: 3-1... sr g3el...sak 

egy teljes eseményrendszer és 

(úúst el... r gel ...,al 


egy adott valószínűségeloszlás, az előző rész alapján a próbastatisztika megkonstruálható. A határeloszlás Ho 
ga 
esetén Ts—1 lesz. 


Azonban sokkal realisztikusabb az a felfogás, hogy a Fi; és di számok nem ismertek, így azokat a mintából kell 
becsülni. Hajtsuk végre a két teljes eseményrendszert tartalmazó kísérletet 4-szer, függetlenül. Jelölje hig az 
A: M B; esemény gyakoriságát. A gyakoriságokat foglaljuk ún. kontingencia táblázatba. 





133 
XMLmind XSL-FO Converter 


Statisztikai eljárások 





A peremeken található számok: 


8 
fg. — y ki; laz A; esemény gyakorisága) 
1-1 


st jé y kisz (la B; esemény gyakorisága] 
1—1 


Az események ismeretlen valószínűségét a relatív gyakorisággal becsüljük: 


Ki 
pi -— PIA : ) becslése NT 
; Kg 

gz; — FIB;) becslése ET 
Így A; (1 B; megfigyelt értéke Fij, várt értéke ( Ho esetén) 

ki; ki kik; 
TÓ a od e 

NON N 


lesz. Így a X7-statisztika: 








Fi 
1; f. Ke; hk Í j 
f. y2 — (hig — NN ) 
ÉTÉ í GEL; em et ERR RKATNE SP 58 tetele E. all B ki 
(6.2) 5 ; bi kg 
iz] 1-1 IN 
Az ismeretlen paraméterek: P1 : : : : Br: g1: : : : : ds; azonban a 2.B —lés 2. di — l miatt csupán r — 1] darab F:-t 


és s — 1 darab 47-t kell becsülni. Így Ho (azaz a függetlenség) fennállása esetén a 43-statisztika aszimptotikusan 
"2 42 
Óna—1 —ír-ts—2] 7 Ó—1 15—1) 


eloszlású. 


6.10. Példa. Független-e a hajszín és a szemszín? 200 embert megfigyelve az alábbiak adódtak: 


esne 8 TB] ET 





, (42— 21.547  (28—42.713 9 (3— 8.76) 
x B eg —————— ——— ———— —— 
21.54 J2.r1 üi 8. 1 
(17— 37.47)? (89—74.309 9 (21—15.24j/ 
GYÉGYI 14.30 15.24 Ni 


— 19.43 4 5.06 -- 3.73 - 11.18 -- 2.31 7 2.18 — 44.56. 


A szabadsági fok (2— 1)(3— 1) — 2. Mivel a TKZ táblázata alapján még az a — (.001-hez tartozó kritikus érték 
is csupán 13.82, így Ho-at minden használatos szinten elvetjük. 


ak 
Ellenőrző kérdések 
1. Mi az illeszkedésvizsgálatra vonatkozó v-próba? 
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2. Mi a függetlenségvizsgálatra szolgáló v-próba? 


4. 6.4. Szórásanalízis, regresszióanalízis 


4.1. 6.4.1. Szórásanalízis 


A szórásanalízis (ANOVA-ANalysis Of VAriance) alapkérdése: több minta esetén a várható értékek 
egyenlőek-e. Alapvető feltétel: minták egymástól 15 függetlenek, normális eloszlásból származnak, és a 
szórásaik egyenlőek! Tehát a minták között csak a várható értékeikben lehet eltérés. 


4.1.1. Egyszeres osztályozás. 


A legegyszerűbb szórásanalízisbeli modell az egyszeres osztályozás (one-way classification, one-way layout). 
Itt egyetlen tényező szintjeit kell összehasonlítani. Mivel a megfigyelések eredményeit tényezőnként egy-egy 
oszlopban szokták elhelyezni, a tényezők szintjeinek hatását oszlophatásnak nevezzük. Példaként tekintsünk egy 
mezőgazdasági kísérletet. 

műtrágya tényező 


]l. műtrágya Í 2. műtrágya ! 3. műtrágya 
15.88 


TI.56 
136 TT 90 — 
160—T TT  TT5Z 
—U8 TT 
6.11. Példa. Három különböző műtrágya hatását mérték 9, 6, ill. 8 kísérleti alanyon. Itt az egyetlen tényező a 


műtrágya, annak 3 szintje van. A műtrágya hatására a terméseredményeket a fenti táblázat mutatja. Vizsgáljuk 
meg azt a nullhipotézist, hogy a terméseredmények várható értékei egyenlőek! 





ah 


A megfigyelések: Yij:J — Vess ni, — l.....p. Yi; az 1-edik szinten végzett J-edik megfigyelés. Az egyes 
szinteken nem feltétlen kell azonos számú mérést végezni. 
Feltesszük, hogy 


r 
Tiz BA] 


Yi s NÖR bas, o") és  X;s-k függetlenek. 


pp 


3. ra;-ü I 
Elérhető, hogy í—1 legyen. Vezessük be az" — mit": Tt "p jelölést. 
Vizsgáljuk a 
Hg . €] — üta — "":"":" — ü. — Ú 


nullhipotézis teljesülését! Ho azt jelenti, hogy az egyes szinteknek nincs hatása. 


A Steiner-formula alapján az n db Yij négyzetösszege előáll 


p Tti 


DDR -D D-T) any 


i—1 j—1 1—1 44] 


alakban, ahol 
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a teljes átlag. A fenti felbontásban szereplő első négyzetösszeg jelölése (d, elnevezése teljes négyzetösszeg. (d 
előáll 


Fúj T.i új Tt.i 
- — - a, ; W—— szenzrenz állít, 2 z; z; s — .2 
ást üze 4 KTK] ER K MKK] 
1-1 j—1 1-1 j—1 
LTZ ] Ti ge, 
alakban, ahol Yi. — 57 2.j—1 Fi az i-edik szint átlaga. 


(1 méri a szintek közötti szóródást, (J2 pedig a szinteken belüli szóródást (azaz a véletlen hibát). Ho-at akkor 
vetjük el, ha (41 túlságosan nagy (d2-höz képest. 


. . l 74 l 2 
6.9. Tétel. (iés (22 függetlenek. Továbbá 5722 " Xn-p, 5721 akkor és csak akkor Xp—1-eloszlású, ha a 


Ha : a1 —a2—:::"— ap 7 


nullhipotézis teljesül. 
A próbastatisztikáról szól a következő tétel. 
6.10. Tétel. Az 


(. Ja 
F- lt 92 
5"—17 n-p 





statisztika pontosan akkor Pp — lés n — p szabadsági fokú F-eloszlású, ha a 


Ha : a1—a3—:::— ap 7 


nullhipotézis teljesül. 
Bizonyítás. Az előző tétel szerint Ho esetén F két független, a szabadsági fokával elosztott, Y-eloszlású 


valószínűségi változó hányadosa. Ezért az F-eloszlás definíciója alapján ennek eloszlása (Ha esetén) F-eloszlás 
p— lés n— p szabadsági fokokkal. 


Az eddigiek alapján az alábbi szórásfelbontó táblázatot adhatjuk meg az egytényezős osztályozásra. 
A szóródás forrágai 





Ho-at ] — a szinten elvetjük, ha a kapott F-statisztika értéke nagyobb, mint Fp-1.n—p:], azaz a megfelelő 
szabadsági fokú F-eloszlás táblázatából kikeresett (felső) kritikus érték. 


6.12. Példa. (A 6.11 [135]. példa folytatása.) A (számítógépes) eredményt a szórásfelbontó tábla tartalmazza: 
ANOVA Table 


Emor [ES TTI] 7 
2ZT TT 





Az elnevezések magyarázata. Source — a szóródás forrása; Columns — oszlophatás (szintek közötti eltérések); 
Error — véletlen hiba; Total — teljes négyzetösszeg; df (degree of freedom) — szabadsági fok; SS (Sum of 
Sguares) — négyzetösszeg; MS (Mean Sguare) — tapasztalati szórásnégyzet (négyzet átlag), F — F-statisztika. 
Annak kérdéséről, hogy a műtrágya három szintjének van-e hatása, az F alatti mennyiség alapján döntünk. 
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Amennyiben Ho: a tényező szintjeinek nincs hatása nullhipotézis teljesül, az F alatti statisztika F-eloszlású 


(Jelenleg (2, 20) szabadsági fokkal). Ez alapján határozható meg a próba pontos terjedelme: ?. Példánkban 
p-0.00021 érték adódott, azaz minden használatos szinten elvetjük a műtrágyák egyforma hatását. A 


hagyományos (táblázatos) kiértékelés MÉNE a következtetésre vezet. F értékét összehasonlítva a (2. 20) 


szabadsági fokú F-eloszlás Fa.20.0.05) — 9.49 kritikus értékével, azt kapjuk, hogy a Ha nullhipotézist 9599-os 
szinten el kell vetni. Ez azt jelenti, hogy a műtrágya tényező különböző szintjeinek van hatásuk a 
terméseredményre. Megjegyezzük, hogy az eljárást formálisan végrehajtottuk, azonban az alapfeltevések nem 
teljesülnek. Példánkban sem a szórások nem egyenlőek, sem a normalitás nem igaz (ez utóbbi grafikus 
eljárások, azaz hisztogram és Gauss-papír alapján adódott). Transzformációkkal (logaritmus, illetve törtkitevős 


hatvány vétele) részleges javulást sikerült elérni, a transzformáció elvégzését az olvasóra bízzuk. 


ak 
Egy újabb példát tekintünk, melyhez számítógépes megoldás 1s tartozik. 


6.13. Példa. Három különböző takarmány hatását mérték 11, 10, ill. 9 kísérleti állaton. Itt az egyetlen tényező a 
takarmány, annak 3 szintje van. A takarmány hatására a súlynövekedések: 


0.4111.0810.50 12.12 10.368 13.1114.4110.16 13.11 7.23 5.60 
20.4217.3212.0416.31139.11 25.21 11.38 13.32 21.113.592 


17.1512.3616.1813.3818.6113.12 15.23 19.12 14.77 


Az eredmény a szórásfelbontó tábla: 
ANO VA TT — 


Crow [9522] 2 [ULTÍTL90] 00002 


Error [317827 187 


Tora TOT AT TT 





Annak kérdéséről, hogy a takarmány három szintjének van-e hatása, az F alatti mennyiség alapján döntünk. 
Amennyiben Ha: "a tényező szintjeinek nincs hatása" nullhipotézis teljesül, az F alatti statisztika F-eloszlású 
(jelenleg 2, 27 szabadsági fokkal). Ez alapján határozható meg a próba pontos terjedelme: P. A fenti program 
Prob: F— p— 0.0002Z értéket adott, azaz minden használatos szinten elvetjük a takarmányok egyforma 
hatását. 


ak 
4.2. 6.4.2. Regresszióanalízis 
A regresszióanalízis feladata az X és az Y változók közötti függvénykapcsolat felderítése. 


4.2.1. Egyváltozós lineáris regresszió. 


Legyenek X és Y nem független valószínűségi változók. Az Y értékét (amelyet nehezebb mérni) közelíteni 
fogjuk az egyszerűbben mérhető X egy lineáris függvényével: 


Y sz aX - hb. 


Feladatunk az a és 4 állandók meghatározása. A közelítés esetén a , hibát" az Y tényleges értéke és a lineáris 
közelítésének a különbsége, azaz az 


Y —lax Hb] 
különbség adja. Az a és b paraméterek értékét úgy határozzuk meg, hogy arra az 
E(Y — ax — by 


várható érték minimális legyen (legkisebb négyzetek elve). 
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Amennyiben X és Y folytonos valószínűségi változók és ismert a / (rgy) együttes sűrűségfüggvényük, akkor az 
előbbi várható értéket az 


EBÍY — aX — bj? s / i / i [y — az — bh Ír, yjdrdy 


alakban felírva adhatjuk meg. Így feladatunk azon a és b értékek meghatározása, amelyre az előbbi kettős 
integrál értéke minimális lesz. 


Az 


a] 


E((X — E(X)(Y —Eí(r))) 
HAXIPY 


jelöléseket használva 


c Ta 
a — 6" — — bh — [dd — jú " — 
(71 


adódik. Így az Y valószínűségi változónak X-re vonatkozó (elméleti) regressziós egyenesének egyenlete: 


Ta Ta 
y — 0" —T Tt da — Hé" —. 
CT1 (T1 


Az a és b mennyiségeket az Y valószínűségi változó X -re vonatkozó lineáris regressziója együtthatóinak 
nevezzük. 


Legyen A N (2, 0.09), Y -— N(3, 0.16) és legyen 4 — U.S Ekkor Y -nak X -re vonatkozó regressziós 
egyenesében szereplő együtthatók értéke: 


Ú.4 
s B. — — (8. h—4d3—2. .B — , 4. 
a — ü.6 03 0.8, 4—3 0.8 — 1.4 


Így Y-nak X-re vonatkozó regressziós egyenese: 
y—Üör-tl1.4. 
4.2.2. A regressziós egyenes együtthatóinak becslése. 


Az X és Y együttes eloszlásfüggvényét (s így folytonos esetben az együttes sűrüségfüggvényét) általában nem 
ismerjük. Emiatt a regressziós egyenes egyenletét nem tudjuk az előbbieknek megfelelő módon meghatározni. 


Rendelkezésünkre áll viszont az (X.Y) párra egy (s, yi). — 1... ..n, n-elemű minta, amelynek segítségével - 
a legkisebb négyzetek módszerét használva - becsülni tudjuk a regressziós együtthatókat. 


Legyen az Y-nak X-re vonatkozó (elméleti) regressziós egyenesének egyenlete 
y — art b. 

Ha (x.y) helyébe az (as . 4: ) mintaelemeket írjuk be, akkor a hibákat az 

cs; —w— arj —b  1-1.....n 


mennyiségek adják. A legkisebb négyzetek módszerét használva úgy kell meghatározni az a és h regressziós 
együtthatókat, hogy a 


Tt. TT. 
1 Ty i, 1 TR 
9) s : — 9 (vi — az — bj 


1—1 1—1] 
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négyzetösszeg minimális legyen. Az 











mi1 ka. S 





ST "sa s 


jelöléseket bevezetve 


hú va FE 
a Mt Ér vélni 
ü — an Tr: — HR. 
s] si 


1) 


szelő 


mi 


—77—T 


mg 


adódik, ahol € és b az a és b regressziós együtthatók legkisebb négyzetes becslése. Így a tapasztalati regressziós 
egyenes egyenlete: 


adj faj 


U—-T-—Tty—- Tt: r:— tr —T]ty, 
kj 31 


Es át 


— ag 


vagy standardizált alakban: 


y—-y T—T 
ITT" ; 








hú 


faj faj ] 


E át 


4.2.3. A lineáris modell. 


a lineáris modell, ahol 


Y n-dimenziós megfigyelés vektor, 

X  nx p méretű, nem véletlen, megfigyelt mátrix (a magyarázó változók mátrixa), 
B p-dimenziós ismeretlen paraméter, 

enem megfigyelhető r-dimenziós véletlen vektor (hiba). 


Általában " - DP, ezt szükség esetén fel fogjuk tenni. A gyakorlatban P a magyarázó változók száma, n pedig a 
megfigyelt objektumok száma, tehát 7! — p ésszerű feltétel. 


4.2.4. A legkisebb négyzetek módszere. 


Ha Be — 0 és vare — c"! (ac? ismeretlen paraméter), akkor homoszkedasztikus esetről beszélünk. Ekkor a 


legkisebb négyzetes becslést (OLS-Ordinary Least Sguares) alkalmazzuk Bra: ez lesz ő. 
Legyen tehát B az IIY — Xx 8ll et minimalizáló vektor. (Itt I. Ia norma E"-ben.) 


6.11. Tétel. A legkisebb négyzetes becslés B az 





normálegyenlet megoldása. 
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Bizonyítás. IX F X AU" mikor a legkisebb? Ha Y — X$Y — x 8 Y ortogorífis komplementere az F altérre 
vonatkozóan.Itt az oszlopai által generált altér. Azaz merőleges  —— minden oszlopára, tehát 


xXY—-x "xX8—-0. 
vagyis XX8-XIY. 


6.12. Megjegyzés. X ! X invertálható — TangA — p, 


Ha rTanE.X — p, akkor 





Ez éppen a normálegyenlettel ekvivalens, ha (X " X ) invertálható. 


6.13. Tétel. Legyen Be — 0, vare — só! és rang X — p. Ekkor pe —Í(X "XIX Y porzítatlan becslése B- 
nak, továbbá Val 8 — at(Xx "XI 


Ha € 77 Nr (0. a) akkor B jöjj N(B. g(x! XT ], 


Bizonyítás. Ha rangAX — p , akkor (X "XI invertálható. Ekkor EG—(X1XIXIEY — 8 , hiszen 
EY — XA 8 Másrészt 


var( ő 7) — (xX"xyoöx (varí(r DxXíx "xy et(xIxy/, 


ugyanis Var(Y ) — var(e) — I, 


Ha €  N2(0,67I ), akkor Y 5 NA(X B. 07I ), így B - lévén Y lineáris függvénye - maga 15 normális 
eloszlású. 


Bi 
4.2.5. A Gauss-Markov-tétel. 


A homoszkedasztikus esetben 8— (XXIX Y legkisebb négyzetes becslés a legjobb lineáris torzítatlan 
becslés (BLUE-Best Linear Unbiased Estimator). Ezt mondja ki a Gauss-Markov-tétel. 


6.14. Tétel. (Gauss-Markov.) Ha EE — 0 vare — c?! és rangX — Pp, akkor B — (XX XIV a 8 
paraméter vektor legjobb lineáris torzítatlan becslése. 


6.14. Példa. Legyen 1.1 (1, 1). . . .. (tn.Un) n diák magassága és súlya. Keressünk összefüggést a két adat között! 


pt Y az (4... nm)" oszlopvektort, az X mátrix első oszlopa legyen 1-esekből álló, a második pedig az 
1 ses szin] egyén Ekkor Y — XA §51 € éppen a súlynak a magasság lineáris függvényével való közelítését 
adja. Ha azonban úgy 18 KS hogy a súly a magasság másodfokú függvénye, akkor az előző X mátrixot 
egészítsük ki az (1... ..T6)" vektorral. Ez az y — őa 4 ő1r 4 Bor? alakú közelítést í írja le. 


Könnyen látható, hogy az Yf — X 8 1 € általános lineáris modellel tetszőleges fokszámú polinomiális közelítés 
is leírható. 


a 
Ellenőrző kérdések 


1. Mi a szórásfelbontó táblázat? 
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2. Mi az egyváltozós lineáris regresszió? 
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1. 7.1. Kombinatorika 


Faktoriális.11—1:2:::n. 06—l. 


Szemifaktoriális. (d7n41!—- 1-3. -(2n 4 1), 


j ri! ége 
gé; Z— Og Tt zt a cz fesse l 
Binomiális együttható. 6) 7 FA in — kh)! 10) ; 


Permutáció. n különböző elem összes lehetséges sorrendjének a száma: nri!. 


Ismétléses permutáció. n elem összes lehetséges sorrendjének a száma, ha 71. 712. . . . : "tr egyező van közöttük: 


ni! 
rna! mal: ri] 


TT" e 


Variáció. n különböző elemből k darab lehetséges kiválasztásainak a száma, ha nincs visszatevés és a sorrend 
ri! 


Ím — KT 


számít: 


Ismétléses variáció. n különböző elemből k darab lehetséges kiválasztásainak a száma, ha van visszatevés és a 
sorrend számít: n". 


Kombináció. n különböző elemből k darab lehetséges kiválasztásainak a száma, ha nincs visszatevés és a 


ÉT 
sorrend nem számít: (4). 


Ismétléses kombináció. n különböző elemből k darab lehetséges kiválasztásainak a száma, ha van visszatevés és 
"r-tk—1 
a sorrend nem számít: kk ) 


A binomiális tétel. 


(a x b)" Me Da () ar—kpk hó) ar kh (7 Hi sé sg ae (ee I 


; KN NE TET ket E TRSAN É ed Íéd 
A Pascal-háromszög képzési szabálya. 44-31. .k-t1 A. 


2. 7.2. Sorozatok, sorok, határértékek 
Ha a — 0, akkor Mn. ; oz a — 1. 


II se Tr — L 


A 
j lim. sc Sz 0 
Ha a — Il, akkor "tg" . 


Mértani sorozat. Ha d 7 L akkor 





Ty TT gt IN l 
a -t ag t ag rt ::: tag" — a —  — 
g—1 
Mértani sor. Ha lal - 1, akkor 
d 
at ag ag Festa keri . 
— úg) 


A. 
a pP 


[a e 
Harmonikus sor. A 2 mr n" sor konvergál, ha Pp — l és divergál, ha P 5 L 


; SB a ab vas a I 517 
Hatványsor. A 2n-0 €nT  hatványsor konvergenciasugara ht — l/a ahol 
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a — limsup,, .. Xélen] . 


Azaz a 2 n—n nt" gor konvergál, ha Irl - R, és divergál, har] 5 R. 


e — ma ,oc (1 8 al. 


Az e szám. 
ns Tt 


ls oc (1 — 7) —eT, 


ön ím" 
n! ra 2mrn (Si SZAZ 


A Stirling-formula. 
! 
: ri! 
11 ac —— an mől Hő 


der (5) 


3. 7.3. Differenciálszámítás 
A Taylor-formula. 


Tr — :— rni [er —rn 1-1] 
Firiszélkájási SELF (zo) SET ip; E TE TRY szztöszzák sú 2 AB 
in — 1]! 


f mé Tg J-- 
Ír — rp)" 


ri! 


fő9(z) 
ahol : az x és az To között fekvő valamely pont. 


Az e7 függvényre a Taylor-formula. 


fő Tr v ri Tar eaz új 
ja lni: TÁLGE TÜLÉLÉETES MÉTÜs a ahol ú E (0.1). 


Az e7 Taylor-sora. 


ax oo zr 


Ta 
L Mi ili Tr 
E 
er — 1 Tt — th — 1 ...§ — 1... — Et 
11 21 ri! Due ri! 


Az ln x függvényre a Taylor-formula. 


ha 


3 —1—1 ezet 


1 VÁRT T 
Í MEg ) r-3-1 i i 
n—-1 VES nil tdzj 





ahol ú7 kn (0. 1] 
A L Hospital-szabály. 
lim fir) — lim gír) — 0 


T—tiü T —ti 


vagy 
lim f(r) — lim fir) — cc 


T—ti T —rit 








esetén 

. fir) .  ftír 
lim FA ) — lim f (e) ; 
T—a gr ra gl r) 


Kétváltozós függvény szélső értékei. Ha az fir. u) függvénynek az (ro, yo) pontban szélső értéke van (és 
léteznek a parciális deriváltjai) akkor 
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pe 7 7] (: "a e íj) £ "7 E s ű ) 
í7.1) öfrool öjlrodal pg 


gr éj 





Legyen továbbá 


A 0-f(ra, va) fra. ya) ÉS (ro, ya) ú 


Ar öy Oro 


(és legyenek ! első és második parciális deriváltjai az (ro. 4) egy környezetében folytonosak). Teljesüljön 7.1. 
Ekkor 


a) A — 0 esetén az f függvénynek az (ro : y0) pontban szélső értéke van, mégpedig 


: : , . 9-fíro.wo) Z új 
(1) szigorú maximuma, ha — ür? 


(11) szigorú minimuma, ha — ür? 7 ; 


b) A — esetén az f függvénynek az (ro: yo) pontban nincs szélső értéke; 


c) A — () esetén pedig előfordulhat, hogy az (o. ya) pontban van szélső érték, de az 15, hogy nincs szélső érték. 


Az a) rész (1) esetére példa az fizr.y——s—y lefelé néző paraboloid, melynek az (ro, yo) — (0. 0) pontban 
maximuma van; az (ii) esetre példa az f íry)— zh yi felfelé néző paraboloid, melynek az (o. wo) — — (0. 0) 
pontban minimuma van; míg a b) részre példa az f lez y)—z—vő " nyeregfelület, melynek az (ro, yo) — (0.0) 


pontban nincsen sem maximuma, sem minimuma (7.1. ábra). 


7.1. ábra - Paraboloidok és nyeregfelület 





hd 
Hi ju 1 


NÁLA 2. 
MTA fe. 
TAR: 





4 1, 
45 vu 
ns E. 
2 "a 0 
y M 


4. 7.4. Integrálszámítás 
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Ebben a szakaszban Riemann-integrálról lesz szó. 


tr ; 
Integrálás helyettesítéssel. Az Ja fiz)daz integrálba az T — vÍt) helyettesítés: 


eb A 
f fdar - / felt) e (jat , 


ahol pla) — ü és pl 8] —b 


Parciális integrálás. 
al ja) 
] firig (rjdz — [fir]aír)i ü — f izjaízjdr . 


Helyettesítés kettős integrál esetén. Az I J r- fir, y]jdrdy integrálba az Tt — £ (u, v].y — wluv) helyettesítés: 


J / fir, yjdrdy — J J figlu, vh. eluv]) [d(uv])i dudv. 
ii T 


ahol a I" kétdimenziós tartomány a I kétdimenziós tartomány képe az T — plu,v].y — wluv) folytonosan 
differenciálható, kölcsönösen egyértelmű leképezés által, 


(yol ar ar Üyolar ar] 
1] — (a (a 
Tauvj—det [gen aa 
(a (da 


a leképezés Jacobi-determinánsa. 


5. 7.5. Vektorok és mátrixok 


Transzponálás. Az n-dimenziós euklideszi tér (IR" ) vektorait oszlopvektoroknak tekintjük, a T segitségével 


jelölt transzponáltjaik tehát sorvektorok: §  — [12 9722-es Un). 


v. us vájt alj szilfa . új as V s áz Tgs ; 
Belső szorzat és diadikus szorzat. Legyen £ — (1. T2.....Tn) és — (wi.y2.....U4n) kétIR"-beli vektor. 


f 4 st T yr r r F T r [dé r s r 
Az VE. — t H skalár a két vektor belső szorzata, míg az TY n x n méretű mátrix a két vektornak a 
diadikus szorzata: 


41 
8 . 1/a Tt . 
Tr y—-i mr mi ... mTn)] — ) Mg; 
i iz 
Un 
Ti Tiyi TiíWa ... TiWyn 
Ta Toyi Toya 0... Taln 
ks 2) 7 
ry —]I . Il wmi yw ... wm)— 
tn tnYi dnyz o ::. tnön 


Merőleges (ortogonális) vetítés. Legyen § az n-dimenziós euklideszi tér egy vektora, V pedig egy altere. Ekkor 
egyértelműen létezik egy Vo £ V, melyre Y — Vo merőleges a W-re (azaz merőleges V minden elemére). Vo az § 
merőleges vetülete W-re, 9 7" Vopedig a merőleges (ortogonális) komplementere (7.2. ábra). 


7.2. ábra - Az Y vektor merőleges vetülete a V altérre 
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va van §-hoz a legközelebb a V altérből: 


Tt 
min 9 (4 — vő — min [gy — vi — [/y — vol , 
vev vev 


1—1 
Ez a legkisebb négyzetek elvének az alapja. 


Sajátérték, sajátvektor. Legyen A n x n-es mátrix, V EE", A ERR Ha Av — Av teljesül, és V 7 Ü, akkor u-t 
az A sajátvektorának, A-t pedig sajátértékének nevezzük. 


Szimmetrikus mátrixok spektrálfelbontása. Az A valós elemű szimmetrikus mátrix sajátértékei valósak, a 
különböző sajátértékekhez tartozó sajátvektorok ortogonálisak. Van a térnek az A sajátvektoraiból álló 
ortonormált bázisa. Ennek alapján az A spektrálfelbontása: 


(7.2) A-GVAV! , 


ahol a V ortogonális mátrix oszlopai az A ortonormált sajátvektorai, a A diagonális mátrix főátlójában pedig az 
A sajátértékei állnak. 


Szimmetrikus, pozitív szemidefinit mátrix négyzetgyöke. Legyen az A szimmetrikus, pozitív szemidefinit mátrix 
spektrálfelbontása 7.2. Itt a A:-k nemnegatívak. Legyen vA — V VAV " , ahol 


"am B o. öö 
MRA Ü ZAa Ü 
v/ A — . 
0 a ... VA 


A VA szimmetrikus, pozitív szemidefinit mátrix az A négyzetgyöke: A — VAVA. 


6. 7.6. Megoldások 
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6.1. 7.6.1. 1. fejezet 


1.1. szakasz 
Szövegközi feladatok 


1.1 [2]. Útmutatás. (1) Az igazolandó összefüggések képletei: 


AtB-—-BTRA A.B—BRB.A (kommutativitás) 


a 
bj 


At1Í(BHRCI—-i1AtBIRO  A-(B:-CI—-(A.B]):-C lasszociativitás) 


AtHFA-A A.A — A f(idempotencial 


A(BtHtC)— AB-t AC, A1(íBC) —(4At B)-(A1 C) disztributivitás. 


a 
a: 


(2) A de Morgan-féle azonosságok tetszőlegesen sok eseményre: 


A feladatok megoldásához jó támogatást kapunk, ha az eseményeket Venn-diagrammal szemléltetjük, a 
valószínűségüket a területükként fogjuk fel, miközben az egész (? területét 1-nek választjuk. 


1.3 [5]. Útmutatás. Alkalmazzuk rendre az 2?—f-40, 4— 4: B--(4— B] és 441B—-4A3Ú1B— A) 
diszjunkt felbontásokat. 


Szakasz-végi feladatok 
1 [6]. Megoldás: 
(AU B) n(4AU B) — A 


(AUBÍN(AUB] Nn(AUB]—-ANnB 


(AU B]JníBUC) — BUJÁN CI 
4 [6]. c) Útmutatás. Alkalmazzuk az 1.5 formulát többször. 
5 [7]. Megoldás. a) 37 /67 bb1— 37/67 sz 0.665 (1). 

6 [71. Megoldás. 10-93-85 / - 6/7107 — 0.3024. 

7 [7]. Megoldás. 1! /m". 

8 [71. Megoldás. 61/67 — 0. 01543 (1) 

9 [7]. Megoldás. [/n. 


HA B 


Mm 7143 
10 [71. Megoldás. (3) (3) (6) 


1 
B. 


B 


11 [7]. Megoldás. F1 — 1— (5) 


8! 


12 [7]. Megoldás. (3). 
1.2. szakasz. 


Szakasz-végi feladatok 
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2 [10]. Útmutatár. Viz[Akljuk két szomszédos tag nagyságviszonyát! Kiderül, hogy a Pk valószínűségek 
növekvőek, amíg eléri  -t (egészrész). 


Megoldás. A maximális tag a [AlLedik, ha A nem egész, ill. két maximális tag van, ha A egész: a A-adik és a 
(A — 1.edik. 


4 [11]. Megoldás. 


P(t ér) — Srl) (1 


5 EST Útmutatás.  Szemléltessünk Venn-diagrammal. a) B7 — Bn— B halmazsorozat csökkenő, és 
B mi MM. 
EE 1 


szi 


b) Csökkenő halmazsorozat tagjainak komplementeréből álló sorozat növekvő. 
1.3. szakasz 


Szakasz-végi feladatok 


Ned —3y rá ryV—3 
1 [14]. Megoldás. Úáa r— d ni 5. (n-3]1. 


4 [14]. Megoldás. Az eredeti választás esetén 1/3, ha megváltoztatja a választását, úgy 2/3 eséllyel nyeri a 
csokit. 


Fr 301 s LELT S 4-1 E ag. (18) ,/20 LB 
5 [15]. Megoldás. a) (ioronoi TT ZTar1orBi/ / rariorroi 5 0. 31. b) z ( 81/Úo01 — 19. 


zu z4-2u 5-43e 


6 [15]. Útmutatás. Alkalmazzuk a 2. gyakorlat eredményét! Megoldás: 245 zzerure  zTerlutle  zFetur5e. 


8 [15]. Megoldás. £" 10" 19" 107 10" 10. 
9 [15]. Útmutatás. Jelölje §1.§2.§3 az első tartályban lévő golyók számát az 1., a 2., ill. a 3. lépés után. Nyilván 


k—m ; Tr. 


? P(E1 — rm — [1] mi 





Piti — md l1]j) — 


A teljes valószínűség tétele alapján: 


k—rn—1 eddsmtá ő 














Plt: 7 
—mdit 2] T 7 
I pésa 1) 
lg megj E 
-]l] k—m k—mdiilil 3 
Plta — mm) — illa "magallltne lis -- NEE : he 


z l 7 4 AE j 
10 [15]. Megoldás. aj1— TEA G al az grisse te El örÜ 15. bb ÜL 
1.4. szakasz 
Szövegközi feladatok 


rá [16] 18 MT Ha A független minden eseménytől, eri önmagától is független, így 


Kei Hi P(A) — üs 0 , Így - az af feladat alapján - a isscten údadsa krásó 

1.6 [17]. a) Legyen F (0) — Ú míg A és B két nem független esemény. 

b) — Első —— megoldás. —— Dobjunk fel egy érmét kétszer egymás után. Legyen 
A—-iIF.IIB—-ÁFI II.0€—-í1II FFj 
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Második megoldás. Három szabályos érme feldobásakor legyen 


A-GÍIII, FII, IFF, FFFJ). 


B — ÍJIF, IFI. FETT. FFF)]. 
CC —ÍTIF, IFI. FIF. FFF?1. 
Ekkor 


P(AB) — 


Gal FA 


Szakasz-végi feladatok 


3 [19]. Megoldás. X nyerését jelentő játszmasorozatok: 


AXAX. AZYANX  XZYXZYXAX....GYZANX  YZAYZANAX,.... 


i j tj 
PÍX nyerj— FÍY nyer) — TT 


4 [19]. Útmutatás. Alkalmazzuk a Borel-Cantelli-lemmát. 


ri 


1—p 
6 [19]. Megoldás. 2—pő . 
7 [19]. Megoldás. a) 9096, b) 1090 
9 [20]. Megoldás. T/6. 


10 [20]. Megoldás. 1 — (1 — var? — 17 halérivz. 


6.2. 7.6.2. 2. fejezet 


2.1. szakasz 
Szövegközi feladat 
2.3 [24]. Útmutatás. Összegezzünk a részrendszerben nem szereplő indexekre a 2.4 feltételben. 


Szakasz-végi feladatok 


1—1 1 
u E [95 kk, d Dr). 
k—1 k—1 


2 [26]. Megoldás. Legyen (2 — [0.1] és €liv) — Ti, ha 
Fr) — 90—ki FFO0) nd: 

4 [26]. Megoldás. Pif — kj) — ( li )/ ( § 1.k— 1.2... 86. 

5 [26]. Megoldás. 


jilsedirbak Ú fedez 


n(l — pjt el 
Es ET z ESNE KKKKKKTKINFE — (1 — Tr TF mezB P b. sú 
Ea pil eg" p) (E — m) 


6 [26]. Megoldás. Legyen G(k)— Pf 5 k).k— 1.2. ... Ekkor a 


Plf-ktm ] €5k)— Flt —m] 
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egyenleteket összegezve m — f-re, 

Gik 4E) — GÍKIGIf].k.£— 1.2... . 

adódik. Innen a G(1) — 4 definícióval G(2) — 97. G(3) — 9". Ebből 
P(£—-1)—1—9. P(f£—2)—g—d —9(1— 9)... 

P(£f —k)—g—g —gT(1— a)... . 


pr-1— g jelöléssel a geometriai eloszlás szokásos képlete adódik. Nyilván 0 £g£ 1.g—0Ü esetén az 1 
pontba koncentrált eloszlást, míg g — 1 esetén a oc-be koncentrált nem valódi eloszlást kapjuk. 


7 [26]. Megoldás. A Jó termékekre 

Pick] mg. k-0.1.2.... 

a selejt szériákra 

P(t—k41)—gp o k—Ü1.2.... 

2.2. szakasz 

Szakasz-végi feladatok 

1 [28]. Útmutatás. A lottó játék, illetve a biztosítás adhat ötletet. 
2 [28]. Megoldás. ES — 10.5. 


4 [29]. Útmutatás. Az 


Ím. e 
2 B: Ti 


összeg minden tagja nemnegatív, az összeg azonban mégis 0. 


ka 


8 [29] Megoldás. 
H.: N—1—iM —1 
tö YVETTE GE sel — Mn sa (1 ( netre) skázdlkk 
(4) N hz il 1 jJ IN 
2.3. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 
1 [32]. Útmutatás. A számolás analóg a Poisson-eloszláséval. 
2 [32]. Megoldás. 
MY (NCMY 
kk . TT 


(4 —34 FN—2—(M —2) 
) j Ü 


MÍM — ln(n — 1] § ip n—2—ík—2) Mn 
. —  N(N-—1) ti N 
. M(ÍM— l]jnín—-1) , Mn 
" NÍN — 1) N 
3 [32]. Megoldás. 
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EL? — 9 (1—pjét pp kt — 9 (1— pé pklk— 1) 4) (1—pjét -p- k. 
k—i k—i kzi 
A 
— — ( ki ) s ! zat) sz 97 k(k — la, 0—-r-1 
[1— gr, E: sr ta 
összefüggést használva z — 1] — p választással 
ci . 2 21 — p) 
Ef —p(l—p—t- — ErT. TSEalS MÉNE 
Pp Pp ra Pp 

 , mé7 me 17 1—p 

D/£ — ESf — (Ef) — e 


4 [32]. Megoldás. ÉS — 1/2, We — 5/12. 
6 [33]. Megoldás. EZ — 3/11, DE — 27121. 
2.4. szakasz 


1 [36]. Megoldás. 

















l ; l 
- — — — s El — a kell ki 
Plt —1.n—1] 35 Pif—-1ny—k) 35 i22£kző6] 
Pít—21—2— 2, Plt—2n—k)j— E 3 ékz6 
E sc Ai S a ss a E E ei ei 
8 1] ag: Pie 1—kj— zet ) 
B 
P(t ad Szt lab T-i 
I 3 11 
— 1] — — 2] — —. . — 8) — —. 
Pln—-l1]) 35 P(n ) 36 Pln — 6] 36 
Ercsi 49 3 al agas 11 ü 161 
TE ss e ltág E gt "36 36 


: l l [/ 
E(é-n)— (1-1-gg 412 ag tek 6-gg) 


36 36 36 
7 1 1 
E seb Tate ese ÉL a 
x( 36" 36" 36 36) 
§ l . 616 
a a a 7 a 5 — — a a fd r ja aa 2 E Sz ú 
kH6.6Ő 7; zi L -4 44-72 108 -- 155 -- 216) 57 


5 [37]. Útmutatás. Legyen 

€" — lel vEe, 

illetve 

za m/ vVEn. 

Fejtsük ki a 0 £ Elf" £ 1)" jobb oldalát! 
6 [37]. Útmutatás. Lásd a 2.14 [35]. példát. 


2.5. szakasz 
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Szakasz-végi feladatok 


4 II (1 -- 7: Ha — (1 -- zj" 
1 [44]. Utmutatás. Számítsuk ki a i—1 azonosság mindkét oldalán :r" együtthatóját! 


P(f — k)/P(f—k—1)— TÉT E 1 


3 [44]. Útmutatás. 
csökkenő szakasza különíthető el. 


vizsgálatával éppen az eloszlás növekvő, ill. 


MA(N—-MMGENY nr Ka 
4 [44]. Megoldás. Fr.N — (Cin) / (ma); Nin) — [Md /n] 
6 [44]. Megoldás. 1/27. 


13 [45]. Útmutatás. Feltételezhetjük, hogy a hibák száma egy ar cm-es darabban Poisson-eloszlású. A paraméter 


A — r/200. Annak valószínűsége, hogy egy xx cm-es szálban nincs hiba: Ae /0! — po. Viszont n darab a cm- 


es szálban átlagosan "po hibátlan van (a binomiális eloszlás várható értéke). 


6.3. 7.6.3. 3. fejezet 


3.1. szakasz 

Szövegközi feladat 

3.4 [51]. b) Útmutatás. Legyen F (r) — 1/2 egy szakaszon. 

c) Útmutatás. Legyen F (a) olyan, hogy F (ro) c 172 es F(zra 40) 5 1/2 valamely To-ra. 
Szakasz-végi feladatok 


1 [52]. Útmutatás. Ellenőrizzük, hogy teljesülnek-e az eloszlásfüggvények jellemző tulajdonságai. 


3 [53]. Megoldás. Legyen f(ww) — 0 hag € [0.172] és §(rv) — 1, haw € [1/2. 1I; másrészt legyen 7() — 0, ha 
u € [1/2. 1] és mw)— 1 has € 10. 1/2) Ekkor € és 17 eloszlása megegyezik. 


4 [53]. Útmutatás. Nyilván Ü — 9 - l. Továbbá, 0 — r — I-re 
F.(2) — Pín c 3) — P(e-t cz) — P(-t cinz) — 

— P(E 5 —1]nr) —1— F.(—Inr) — ... — rő. 

7 [53]. Megoldás. 

P(F(£) c mr) — Plt c F ír) — F(F7t(r)) — r. 

ha T € (0.1), 
8 [53]. Megoldás. Felxr) — Pif cx) — PlS c r)]—r ha0crel. 


10 [53]. Megoldás. Fír)—1—e77.r: 0 meredeksége az origótól távolodva csökken. Így a keresett 
intervallum alsó végpontja 0), a felső ln 2. 


3.2. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 


2 [56]. Útmutatás: ellenőrizzük, hogy teljesülnek-e a sűrűségfüggvények jellemző tulajdonságai. 


4 (561. Megoldás. faly) — e" we" ha0cyzl 
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5 [56]. Megoldás. faly] — (2y)7, ha Y € [E e] 
8 [57]. Megoldás. Maximumhely: rri, inflexiós pont: m -k a. 


9 [57]. Útmutatás. Ha § . AN (m, e jú A akkor 77 — (§ — m]/a standard normális eloszlású. Így elegendő 
meghatározni in € [k.k] e(k — 1.2. 3). Viszont Pl € [k. k]) — (4) — $(—k) — 2814) — 12 standard 
normális eloszlás szimmetriája miatt, ahol b a standard normális eloszlásfüggvény. b táblázatából a keresett 
három valószínűség rendre 0.6826; 0.9544; 0.9972. 

10 [57]. Útmutatás. A görbe , magasabb" része alatti terület nagyobb. 

3.3. szakasz 

Szakasz-végi feladatok 

1 [611]. Megoldás. Ef — 1/4. D7§ — 7/1441. 

2 [61]. Megoldás. ES — Ü. Mg — 2. 

4 [61]. Megoldás. 85 — 37 L ul8) — x/6. 

5 [61]. Megoldás. u(§) — 1/92, ES — 3/4 es Dég — 3/80 

3.4. szakasz 


Szakasz-végi feladatok 


1 [67]. Útmutatás. Az eloszlásfüggvény 


Fizts Filep cszis / / fenlr.y) dcdy / / Xírwcz Oéréi ozyzei) dr dy, 
x kő XT E iz r 
ahol x az indikátor függvény, 7 £ (0, 1], Felrajzolva a fenti kettős integrál által reprezentált területet, 
F(z) Sam zln-(0 e öe 1) adódik. 
2 [68]. Megoldás. 
fir) — [BAdr] (V1— st — v1/4 — 2), 


ha Ü-rxr- 1/2. 


f(x) 


8/(37)1v1— 22, 
hal/2 c r - 1. fir) —Ü ha x — 1: és f szimmetrikus (azaz páros függvény). 


6 [68]. Útmutatás. Induljunk ki az 
E(Z tn] — J ] (x -b yjfír,y)drdy 


összefüggésből, és vegyük figyelembe a marginális sűrűségfüggvény alakját! 
7 [68]. Megoldás. Nem függetlenek. 

3.5. szakasz 

Szövegközi feladat 


3.12 [71]. Útmutatás. Ha TI "7" Nm. D) koordinátái korrelálatlanok, akkor /? diagonális alakú, így DP! is. 
Ezért a vele képzett kvadratikus forma négyzetösszeg, tehát Jn (4) szorzattá bomlik: 
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Könnyen látható, hogy ilyen esetben fil) , konstans szorzótól eltekintve, nem lehet más, mint 7: 
sűürűségfüggvénye. Tehát 71:-k függetlenek. 


Szakasz-végi feladatok 


1 [72]. Útmutatás. 


— 


Vál] 


1 1 
P(o" zt. r) - / / J ldrdydz -[/ J ldzdrdy. 
ü ú 


a 1l8rm(zzery] Ü 


j ro ferfi eri Fa MENNE , 
2 [72]. Utmutatás. W7-yűTésTés eloszlásfüggvénye: 


F(ur) — J ] J (271797 exp(—[e7 by FF eé]y2h dr dydz . 


Polárkoordinátákra térve: 


Fiu) — 4 2/m J rő expl—rő/2] dr 
Ül 


előállítást kapjuk. (Másik megoldás adódik X3-ból.) 
3 [72]. Útmutatás. c z R"-re 
cn—c (At hm) — (c Alf tem. 


ahol § standard normális, azaz komponensei független (standard) normálisak. Innen azonnal adódik, hogy ca 
független normálisak összege, így maga 15 normális. 


3.6. szakasz 

Szakasz-végi feladatok 

2 [77]. Megoldás: V 7 3/8. 

3 [77]. Megoldás: € " A(0. 1/16) p £ 1/16. 
3.7. szakasz 

Szövegközi feladat 

3.15 [80]. Útmutatás. 


— 
a v/ nypag 


E Ef e" /-drO 0. han o-a. 
2 


—ra/nypa 





3 a 
Ve 0-raP( ——n 


Tt 
Ti 





6.4. 7.6.4. 4. fejezet 


4.1. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 


2 [87]. Megoldás. 
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af a ha üszzl. 
FAT ( 4—z, ha ldzd2. 


és 10. 21n kívül fel(lz) — 0. 


aaa ir ha D0--zzl. 
fal ] — essdta en te 1.5. ha lázd d. 
/2—37- 345. ha 214 z 43. 


és 10. 83].n kívül fs(2) — 0. 
4.2. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 


B... 


1 [90]. Útmutatás. (a) Használjuk a feltételes valószínűség definícióját! 


A (b) részben a hít) — 1— Fel(t) monoton csökkenő függvényre Cauchy-típusú függvényegyenletet kapunk: 
hít 45) — hít) 4 h(5].t.5 2 0. Ennek megoldása hít) — e77t.t z 0. (A 5 0) alakú. 


2 [90]. Megoldás. 


4.4. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 
2 [99]. Útmutatás. Lássuk be, hogy c egydimenziós normális. 


3 [100]. Megoldás. § süűrüségfüggvénye: 


fiz) — [/ hír, y) dy — 





[maz 

l / sz s sa Ve il sz ejt a 

zona (v2e-7 — de" ) / e" dyt —v2e" / e" : dy — 
ZT Jar i 

— oz AJ One 

l ez nm a — ll — 2: — 1 mű 
ear (v le 2 —le" ) vTTr az Yv le " vin —-— ——e ? . 

FSI Ji FsYI vz AT 


Így § standard normális eloszlású. Hasonlóan 77 is az. Ezért mindkét várható érték 0. A kovariancia: 
cov(f. 7) — Efn — / / ryhír,y]jdrdy —Ü. 
— — 
mert hl. y) mindkét változóban páros. Ha §. 71 együttesen normális eloszlású lenne, akkor a korrelálatlanságból 


következne a függetlenség. Ezért az együttes sűrűségfüggvény 


l al 
ja vi — (7 Fi 


kra NÉ si 
az ÉRT 4 ÉT 








lenne. 
Ez egyben korrelálatlan, de nem független abszolút folytonos eloszlásokra 15 példa. 
4.5. szakasz 


Szakasz-végi feladatok 
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1 [105]. Útmutatás. Jelölje Fn az Tin standardizáltjánakF, — öBiggvényéb b pedig a standard normális 


eloszlásfügssup,. IF.( Tr) — Hl rji — 0. (n — aa ti, hogy r—(y—n)]/ v 9nnos, így a konvergencia 
egyenletes: N(n, 2n) . Ebbe a relációba -et helyettesítve kapjuk, 
hogy  eloszlásfüggvényének és eloszlásfüggvényének a különbsége 0-hoz tart. 


2 [105]. Útmutatás. Ha § N (m, a?) akkor 
ES? — e? hm, me? — 29 4 dom" 


gr 


mg 
(ez utóbbit a standard normálisra visszavezetve kaphatjuk). Ezután alkalmazzuk Xn (A) definícióját! 


6.5. 7.6.5. 5. fejezet 


5.1. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 


1 [113]. Megoldás. 


sup, eg] Fálr) — Fíz)] — maxzmaxíjpé(z; ) — Fix). [FR(z 40) — Fiz)]h. 
ahol T1. : . . . tn a minta realizáció F eloszlásfüggvényű sokaságból. 


2 [113]. Megoldás. 
sup, ezel (m) — G(2)I — maxyzmaxtlFilr)— Gy(rl. VEs(e 40) — Gy (x; FOI 


ahol T1. . . . . Tn a minta realizáció F eloszlásfüggvényű sokaságból. 











4 [113]. Útmutatás. Ha X ID. IlLen egyenletes eloszlású, akkor EX — [/2e, DX — 1/12 így eloszlása I Iközel 
van" A (1/2, 1/12) höz. 





ú uj 8. " /1" , r [d [d [Fh di ei va ül szüzti j 
5 [113]. Utmutatás. b) Ha Xn binomiális eloszlású r és P paraméterrel, akkor EX. — np, DX, — npll — p) 
; gi i ; ; ; sr TX. np) f./npil — n) j N(0.1) új; 
és a központi határeloszlás tételből ér Év ep ! eloszlása /VI5.1) -hez tart. Azaz An 
r tj 
aszimptotikusan NAN Inp. npil — p)) eloszlású. 


5.2. szakasz 
Szakasz-végi feladatok 


1 [116]. Megoldás. 


1] FF 


r — 37 4 -(02. — 0.24 0.9 — 0.9 4 0.34 0.1 — 0.3) — 36.93 


6.6. 7.6.6. 6. fejezet 


6.1. szakasz 

Szakasz-végi feladatok 

2 [125]. Megoldás. A loglikelihood függvény 

log Elri.. . . Ta:a.p) — nlogp tt nploga — Í(p- 1) a log Tr; . 
1-1 


ha a £ Ti és —oc egyébként. log L nem differenciálható az 8 — T1 helyen, azonban látható, hogy P rögzítése 
után log L maximumát az T1 helyen veszi fel, így 8 — XI. A 
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Tt 
log Elmi. . . . . Ta: ri.p) — nlogpitnplogri — ín 1) 9 log Ti 
1-1] 

függvény viszont már differenciálható, így megoldva a 
pr TE 
a trlogzi — 9 lna;—0 

a 

I 1—1 


likelihood egyenletet a P — 1/(log X — log XT ) becslést kapjuk. 

6.2. szakasz 

Szakasz-végi feladatok 

1 [130]. Megoldás. Jelölje X valószínűségi változó a levágott cső hosszát. A hipotézis: 
Ho : EX — 1200, H! : EX 6 1200. 


Kétoldali u-próbát végzünk. Az adatokból T — 1197 és ul — $ adódik. A 0.05 terjedelmű kritikus tartomány a 
következő: 


Ci — ((x.....xn) : ul 2 1.964. 

A nullhipotézist tehát 9590-os szinten el kell vetnünk. 
2 [130]. Megoldás. 

Ha : EX — EY, 
HI : EX EY; 


r — 0.107/2. y— 0.1653. ni — 3. na — 16. a — 0.0012. a — 0.5 . Kétmintás u -próbát végezhetünk. A 
próbastatisztika értékére u] — 2.2 adódik. Plua) — 0.96. un — 1.73. A kritikus tartomány tehát: 


E; Mia 4zég ely 
Ci — i o h:lulz 1456. 
la assz Ön 


A minta alapján a várható értékek egyenlőségét el kell vetni. 


7. 7.7. Táblázatok 


7.3. ábra - A standard normális eloszlás táblázata 
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I. táblázat. 


zata 


—— TET TET E TöITT XT 
00.00 0.5000 0.40 0.6554 ().50 0.7551 1.20 


0.5040 
0.50850 
0.5120 
0.5160 
0.5199 
0.5239 
0.5279 
0.5319 
0.5359 
0.5398 
0.5438 
0.5478 
0.5517 
0.5557 
0.5596 
0.5636 
0.5675 
0.5714 
0.5753 
0.5793 
0.5832 
0.5871 
0.5910 
0.5948 
0.5987 
0.6026 
0.6064 
0.6103 
0.6141 
0.6179 
0.6217 
0.6255 
0.6293 
0.633 1 
0.6368 
0.6406 
0.6443 
0.6450 
0.6517 


Appendix 


A standard normális eloszlás eloszlásfüggvényének táblá- 


0.41 
0.42 
0.43 
0.44 
0.45 
0.46 
0.47 
0.48 
0.49 
0.50 
0.51 
0.52 
0.53 
0.54 
0.55 
0.56 
0.57 
0.58 
0.59 
0.60 
0.61 
0.62 
0.63 
0.64 
0.65 
0.66 
0.67 
0.68 
0.69 
0.70 
0.71 
0.72 
0.73 
0.74 
0.75 
0.76 
0.77 
0.78 
0.79 


0.6591 
0.6628 
0.6664 
0.6700 
0.6736 
0.6772 
0.6808 
0.6544 
0.6879 
0.6915 
0.6950 
0.6985 
0.7019 
0.7054 
0.7088 
0.7123 
0.7157 
0.7190 
0.7224 
0.7257 
0.7291 
0.7324 
0.7357 
0.7389 
0.7422 
0.7454 
0.7456 
0.7517 
0.7549 
0.7580 
0.7611 
0.7642 
0.7673 
0.7704 
0.7734 
0.7764 
0.7794 
0.7823 
0.7852 


7.4. ábra - A standard normális eloszlás táblázata 
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0.7910 
0.7939 
0.7967 
0.7995 
0.8023 
0.8051 
0.8078 
0.8106 
0.8133 
0.8159 
0.8 156 
0.8212 
0.8238 
0.826 4 
0.5259 
0.8315 
0.8340 
0.5365 
0.85389 
0.8413 
0.8435 
0.8461 
0.8455 
0.8508 
0.8531 
0.5554 
0.8577 
0.8599 
0.8621 
0.5643 
0.8665 
0.8686 
0.8708 
0.8729 
0.8749 
0.8770 
0.$790 
0.8810 
0.8830 


Created by XMLmind XSL-FO Converter. 


1.21 
1.22 
1.23 
1.24 
1.25 
1.26 
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I. táblázat. (A standard normális eloszlás eloszlásfüggvényének táblá- 
zata, folytatás) 


—S— ze ze a eses 


mijn 
0.9474 
0.9484 
0.9495 
0.9505 
0.9515 
0.9525 
0.9535 
0.9545 
0.9554 
0.9564 
0.9573 
0.9552 
0.9591 
0.9599 
0.9608 
0.9616 
0.9625 
0.9633 
0.9641 
0.9649 
0.9656 
0.9664 
0.967 1 





A standard normális eloszlású valószínűségi változó eloszlástüggvénye: 
8(2-— ( etat. — (8(-r)—1— d(x)) 
1) — —— e T?dt. -Tt) 51— dír 
9 tr 4 ERB ERRE 


7.5. ábra - A khi-négyzet próba táblázata 
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II. táblázat. A X-próba táblázata 


para- Valószínűség százalékban 
méter 100(1 — 2) 
99.95 


érték 





Példa. P(AT c 4.61) — 0.90. 


7.6. ábra - Az F-próba táblázata 
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III. táblázat. Az F-próba kritikus értékei c — 0.05-re. 
fi a nagyobb empirikus szórásnégyzetű minta elemszámának, 
fe pedig a másik minta elemszámának eggyel kisebbített értéke 


f2 





7.7. ábra - Az F-próba táblázata 
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III. táblázat. (Az F-próba kritikus értékei e — 0, (15-re, folytatás] 


m 
ee 
fe.) 


2Z41.88 z40.41 
14.4 19.41 
8... d 5.4 
5.4 5.41 
4.74 4.08 
4LÜG 4. 
4.04 S Rar 
B sti 3. 
4.14 3.7 
2 d8 4.91 
2.80 4.19 
HATÁS 2.00 
2OT 2. 
2.60 2 EA 
2.gd ás 
2.49 42 
vs sg) : 
241 
sajtó 
2] 


Es 


14 
21) 
22 
24 
20 
ZS 
32 
ag 
a) 
() 
LÜÚ 
2(MI 
LK 


BD br kó EJ bd MI Éz 
5 aa ha én én Can ön 
tea. Bű- 

: BI. ha Cd 
BI ca 


kát 


HB ha BI La €üú Es 
JJ ég ül E ZT ti T 
bal Ea Eg Ti ka 


4 


788 
7. 
a 
3.7 
í; 230 9: 
2 
a. 
Jő 
9 
2.1 


Est ha Ea E 
mg 


e-t 
mm 
ki 
TERT " 





7.8. ábra - Az F-próba táblázata 
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III. táblázat. (Az F-próba kritikus értékei z — 0,05-re, folvtatás) 


248.(1 240. 2530.10 20314 4254.19 
19.49 19.dan 19.46 19.44 19.49 
5.00 98.04 6.02 ee] ata ja 

eh. AÚ] E. Ét GÁT 1.00 a.63 
d.5ü 4.53 4.5 4.41 4.31 
Stefi 4. 64 3.81 b. 8 4d.(1 00 Tt 
2.4 a. 41 akó SAöY zi a 
4.15 d. Lé 8 2.AT 
2.04 2. 2 .AC 2. 
KATA 9 
2.60 3 ab 
2.od 2-0 
46 2: 20 
ad 2.19 
19 ) 19 
2 


sz 
zén 2.02 
19 1.ú8 
1.34 
1.91 
L.8a 
1.8) 
10 
1-id 
L.67 
1.62 
1.39 
1.48 
1.39 
Le 
1.20 


EI 
"Tr aj 


h.j 


A 


BIG b ét ag 


bd bő 45 63 
IEEE Ot: 
ag bd sg ds E 


r 
ESZ 
ezt "sámif 


e KR EZ EG 3 EG t3 EZ EG 
a 


E Eg ha E E 
ki E ml 


V.B 
V-B 
2: 
A 

7 

li 
4: 


ú 


er: 


Ed Bá EI Ez Ez a b 
r a ? r 
res ui B n 


79 
24 
26 
28 
32 
36 
40 
60 

L00 
200 
1000 


E E E H-t TR EI a 
r r na ű [a u ri [9 
aa ren 


[—d 
[9 

r f r Laj 

sül. az - 1 : m-a 

"ak én 1888 a jj 





7.9. ábra - Az t-próba táblázata 
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IV . táblázat. A t-(Student-) próba kritikus értékei 804 -os (90/4-os) . 
90 -os (955 -os), 955 -os (97.57 -os), 984 -os (992 -os), 995 -os 
(99.54 -os) , 99.994 -os (99.95 -os) kétoldali (egyoldali) szintre 


Statisztikai biztonság 





7.10. ábra - A binomiális eloszlás táblázata 
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V., táblázat. A binomiális eloszlás táblázata 


P(X —k) z (Jt —pj tet 


ENNEK JENSEN 
oak [TT TT TT Tt 


(J. 5000 Ü. STT (). 7000 (). T000 (1: 500 
(LÖKI (). ZO (1. al) (ALK) (1.50) 


(és LÜÚ (9.GAÜ( (1.4 (1. 30 ( 1 (N.25AMÚ 
(1. 1L8(K ().32Ú( (0.4 ZU (.A4SÉK) (AÚ 
(ÜüLÜÜ HANGU (.ÜS00 (0. LÖÜK) 0.250 


0.7280 (1.5.12Ú (1.343 (1. 2161 ín. 1251 
(.243ú ().35d(1 (n.441( (1.432 (1.á a 
ÜZ Ú.Ú03960ú ú.L64Ü Ú. 258 .a ral 
(AM LŰ (NN 0.027 (1. ÚGAÚ (9. 125 


0.6501 (.dÜGG (1.240 1 0. 1240 (.Ü62 3 
0.2416 Ú.4ÜGG (n4ll6 (0.3d5b 1.250 
(Láss (0. 1560 (0.2046 (3. 3450 (.á79Ú 
(LOV át 0.0256 Ü.0750 (1.1530 0.250) 
(ÖÖ (0.(XLé (1. 1 0.0250 (0025 


0.595 Ü.32T TT (1.168 1 O.V 78 0.0312 


Ü.áz8] (dt Ú. 30011 (0. 29.92 0.150. 
0.07 29 (0.204 ÜSS 7 0.345 3129 
D.00s51 1.0512 0.13243 0. 2304 Málza 
(LÜÜÜK (0. Jünd 0.0253 0. Ü7üs 0.1562 
(LOOK (OO a 0.24 0.010 0.031 2 


0.5314 0.262 1 0.1176 0.0467 (r.Ü156 
0.393 Ü.G9az 0.3045 (0. Lsü6 (N.198385 
(1.154 0.248 0.324 1 (al 10 0.23d4 
Ül dő (0519 0.189 Ú. 2705 Mall 
(0012 0.0154 (0545 ü. 1382 0.2344 
(ÜL (LA (0.012 (0. 03600 (935 
(ÜLŐK! (NN (ÜK (1.(Njdl (Ü156 


0.4763 Ú.2097 0.0844 (1.25 (ÖÖ 
(1.374) (.a0 vÜ 0.2471 (0. Li (1.054 7 
0.1244 Ü.Z2Zraa Ü.3177 0.20.13 ().1641 
0.023 0.114d7 0.2209 0. 2903 0.4734 
(0026 0257 0.Ü972 ú. 1455 Ú.2írad 
(ÜT (0.4 a (1.025 SRATHÉ 0.1641 





7.11. ábra - A binomiális eloszlás táblázata 
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V., táblázat. (A binomiális eloszlás táblázata. folytatás) 


Te 
— IO T 020 T 030 T 070 T 0307 


(1. TET 
TANU 


M.4305 
0.3826 
0.1Ld5n 
(1.153 1 
(Üde 
(NÖ 
(LÜÜÜÜ 
(N.O 
(NÖM ÉM) 


Ú.asy d 
0.3874 
0.1 722 
(1.044 


(.ÜÜ 4 
(NÖT 
(NOK 1 
TRNUHT 
(ÜL 
(NN 


0.3487 
Ü.38yd 
(0.193 
(1.(1574 
0112 
(ÜL 5 
(NOK 1 
ÉÜÜÜÜ 
ÉLÜÜÜÜ 
(ÜNK 
(NAM) 


ÚJ. TIT 
(.ÜVÜÚ 


0.1678 
().44 ima 
0.2930 
(0. 14dÖS 
(0.454 
0.009 
Ü.0011 
Ü.ÜN0ÜL 
(N.O 


0.1342 
0.30240 
0.302 
0.1 762 
(1.661 
(N.Ü165 
0.0028 
TANUI 
Ü.ÜJÜLKI 
ÉN. ÜN0( 


0.1074 
í0.2654 
().a02Ú 
0.2013 
0.051 
0.0264 
(00155 
ÉÜÜÜK 
HAHH 
(1. ÜNK 
(J.K) 


ÚJ. TB ai 
(0. Ü002 


(0.576 
Ü.19í7 
Í. 2980 
0.2541 
(0. 1301 
Ü.(HG 7 
MÜLÜÜ 
(0. (12 
(ÜLI 


D.0404 
(1. 1556 
Ü.ZGÖ8 
(0). 2088 
0.1713 
0.Ú730 
(0210 
1.0054 
(1. 0004 
(0. 00 


0.282 
0.1211 
.2339 
0.2608 
(). 2001 
0. 1024 
0.808 
0090 
(ÜL 4 
Ú. Ü00 1 
(1.( NI) 


(1. OTT; §. 
(ÜL 6 


ÍNÜL68 
(LÜSÜG 
Ú.LUHÜ 
Ü.LT81 
Ú.ZSZ2Z 
0.1234 
(041 3 
(074 
0.000 7 


MÜ101 
(.ÜGÜS 
0.1612 
0.2508 
0.2505 
0.1672 
(0.743 
0.021 2 
M.0035 
(.O003 


ÉLÜÜGŰ 
(0. Nd(13 
0.1204 
(1.215ú) 
Ü.2508 
0.200 
Ü.1115 
0.0429 
(Üülüt 
(0016 
(ÜNK 1 


(N (há 
ÜÜÜ 74 


(1. 0134 
(.(15 12 
í0. 1044 
(0.218585 
0.2734 
(.2188 
(). 1084 
0.0318 
(L.(X139 


E O0 20 
(ül 76 
ÜÜVÜL 
(0. 1641 
0. 2461 
0. 2461 
(0. 1641 
ÜÜVÜS 
(ÜL 76 
(1. (NI2Ü 


(0.00 .1(1 
(1, (NH 
(.(4d34 
0.11 72 
Í. 2051 
0. 2461 
(1. 21151 
0.1178 
Ú.0454 
(1. ÖV 
(N.(MII() 





7.12. ábra - A binomiális eloszlás táblázata 
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V. táblázat. (A binomiális eloszlás táblázata, folvtatás) 


0.10 0.20 0.30 0.70 0.50 
on KFT INT TT Tt 


(állás (894 (h.Ü1985 (LEN Káti (1. (LA 
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VI. táblázat. (A Poisson-celoszlás táblázata. folytatás) 
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VI. táblázat. (A FPoisson-eloszlás táblázata, folytatás) 
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VI. táblázat. (A Poisson-eloszlás táblázata, folytatás) 
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